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En este estudio se aborda el fenómeno de propagación de especies invasivas que generan problemas 
ecológicos, ambientales y económicos a gran escala. Existen diferentes modelos que abordan este tipo 
de fenómenos para establecer políticas y estrategias óptimas que puedan erradicar o controlar los brotes 
de especies invasivas. La mayoría de los modelos se basan en espacio-tiempo, sin embargo, no suelen 
tomar en cuenta la heterogeneidad del paisaje en la que existen características espaciales que, natural-
mente, rigen la dinámica de los brotes en combinación con otras variables relacionadas al comporta-
miento de la especie invasiva y especie víctima.

En este trabajo se propone un modelo económico que determina las políticas óptimas para el con-
trol de un brote; el modelo captura información relacionada a la heterogeneidad del espacio conside-
rando algunas de las características espaciales del paisaje que tienen incidencia en el fenómeno, con el 
objetivo de tener una mejor predicción respecto a la dinámica de los brotes. El modelo consiste en un 
problema de optimización dinámica basado en autómatas celulares, por lo que, además de determinar 
las estrategias óptimas de control, también nos permite visualizar la dinámica del fenómeno en cada 
tiempo proyectado.

El modelo se aplicó a diferentes escenarios de heterogeneidad para el paisaje y se hace un contraste 
con paisajes homogéneos, obteniendo resultados interesantes que confirman la importancia de la hete-
rogeneidad en los modelos de especies invasivas.
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This study deals with the phenomenon of propagation of invasive species that generate ecological, en-
vironmental and economic problems on a large scale. There are different models that address this type 
of phenomenon to establish optimal policies and strategies that can eradicate or control outbreaks of 
invasive species. Most models are based in space-time, however, they do not usually take into account the 
heterogeneity of the landscape in which there are spatial characteristics that naturally govern the dynam-
ics of the outbreaks in combination with other variables related to the behavior of the invasive species 
and victim species.

This paper proposes an economic model that determines the optimal policies for control of an 
outbreak; the model captures information related to the heterogeneity of the space considering some 
of the spatial characteristics of the landscape that have an incidence in the phenomenon, in order to 
have a better prediction regarding the dynamics of the outbreaks.

The model consists of a dynamic optimization problem based on cellular automata, therefore, in 
addition to determining the optimal control strategies, it also allows us to visualize the dynamics of the 
phenomenon in each projected time.

The model was applied to different landscape heterogeneity scenarios and contrasted with homoge-
neous landscapes, obtaining interesting results that confirm the importance of heterogeneity in invasive 
species models.

Keywords: invasive species, cellular automata, optimal control, binary dynamic programming, landscape 
heterogeneity
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Introducción

Los modelos matemáticos son una herramienta im-
portante en el estudio científico de diferentes fenó-
menos reales. Un modelo matemático es un conjunto 
de fórmulas y ecuaciones matemáticas que describen 
y caracterizan los elementos y sus interacciones más 
esenciales de un fenómeno. Los modelos matemáti-
cos permiten establecer una comparación cuantitativa 
entre la teoría y la experimentación. Si los resultados 
del modelo son consistentes con los de un experi-
mento, se concluye que la teoría subyacente provee 
una aceptable explicación de un fenómeno. Por otro 
lado, si los resultados del modelo no son similares a 
los de un experimento, significa que se debe hacer al-
guna corrección a la teoría.

En este trabajo, el fenómeno de interés es la di-
námica de la propagación espacial de especies bio-
lógicas invasivas, específicamente la propagación 
en un medio heterogéneo. Existen diferentes mo-
delos para este fenómeno, la mayoría de ellos son 
basados en ecuaciones diferenciales o autómatas 
celulares. A diferencia de los modelos de ecuacio-
nes diferenciales, los modelos de autómatas celula-
res son simples y eficientes desde el punto de vista 
computacional. En nuestro caso, nos enfocaremos 
en un modelo de autómatas celulares.

La dinámica de la propagación en los fenó-
menos de especies invasivas depende de las carac-
terísticas espaciales de la región de estudio, que 
van desde la altura, la topografía, el clima, el tipo 
de vegetación y otros aspectos que condicionan la 
reproducción y propagación de las especies inva-
sivas y de las especies afectadas. También el factor 
estocástico puede intervenir en la dinámica de es-
tos fenómenos, ya sea que la propagación se efec-
túe de forma estocástica en lugares contiguos al 
brote o en lugares aislados.

Los primeros modelos de propagación de 
especies invasivas se definían suponiendo un pai-
saje homogéneo, lo cual provoca que los paráme-
tros del modelo se vuelvan sensibles a pequeños 
cambios arrastrando errores en la predicción de 
la propagación (MooIJ & DeAngelis, 1999) y 
(Pitt, 2008). En la actualidad disponemos de he-
rramientas tecnológicas como los satélites que 
nos brindan Sistemas de Información Geográfica 

(sig, por sus siglas en inglés) que hacen posible 
incorporar la naturaleza heterogénea de los pai-
sajes que rigen el comportamiento de los fenóme-
nos de propagación de especies invasivas (Cole, 
1999), por lo cual, es una característica deseable 
en la modelación de estos fenómenos con el fin 
de establecer políticas de control más acertadas 
(Epanchin-Niell, 2012; Pitt, 2008). 

Para poder incorporar la información hetero-
génea del paisaje en estudio se debe hacer un aná-
lisis previo para identificar cuáles son las variables 
que tienen mayor incidencia en la reproducción y 
propagación de la especie invasora, una vez que se 
tienen definidas estas variables se procede a cons-
truir un mapa de susceptibilidad del paisaje (ver, 
por ejemplo, Lustig, 2017; Valdez et al., 2017; y 
Vasquez et al., 2020) y luego integrar esta infor-
mación en el modelo

Epanchin-Niell y Wilen (2011) proponen un 
modelo para este fenómeno basado en autónomas 
celulares, formulado como un programa dinámico 
para poder controlar de manera óptima la propa-
gación sobre un entorno homogéneo. Este modelo 
minimiza el costo económico del control de la pro-
pagación haciendo uso de dos políticas diferentes.

En este trabajo, nosotros proponemos una 
extensión al caso heterogéneo del modelo deta-
llado en Epanchin-Niell y Wilen (2011). Esto se 
logra mediante la introducción de una función de 
susceptibilidad que permite la incorporación de 
diferentes variables del paisaje: temperatura, pre-
cipitación, elevación, etc.

Descripción del modelo

En este trabajo se incorpora la función de suscepti-
bilidad, que está definida en base a un mapa con di-
ferentes niveles de susceptibilidad (alta, media, baja 
y nula). La incorporación de la función de suscep-
tibilidad en el modelo base representa una variante 
más general respecto al modelo base, y el efecto que 
genera la incorporación de esta función de suscepti-
bilidad en la dinámica de las variables de estado y de 
control es el de una mayor complejidad, semejante 
en cierta medida, a la naturaleza compleja de los fe-
nómenos de especies invasivas expresada en el mapa 
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de susceptibilidad. Como se podrá ver más adelante, 
la función de susceptibilidad provoca en la dinámi-
ca del modelo una propagación más rápida en las 
celdas que son más susceptibles y una propagación 
lenta en las celdas menos susceptibles, es decir, la 
función de susceptibilidad genera diferentes tasas 
de propagación. La función de susceptibilidad en el 
modelo se alimenta de un mapa de susceptibilidad 
con cuatro diferentes niveles previamente construi-
do, y las buenas predicciones del modelo respecto 
al fenómeno que se esté estudiando recaen sobre el 
mapa de susceptibilidad, por lo que se deben dedi-
car muchos esfuerzos para construir buenos mapas 
de susceptibilidad si se quiere aplicar este modelo.

Formulación del modelo

El modelo consiste en un problema de control óp-
timo basado en un autómata celular. A continua-
ción, definimos el autómata celular:

Autómata celular

•	 El reticulado: 
•	 El vecindario Von Neumann para cada celda:

•	 El conjunto de estados: 
•	 El estado de cada celda en el tiempo lo deno-

taremos por 
•	 La función de transición1: 

donde 

(periodos de tiempo)

Variables de estado y de control

: Indica presencia/ausencia de la especie in-
vasora en la celda  en el tiempo t. (variable 
de estado).
: Indica si se remueve la especie invasora en la 

celda  en el tiempo t. (variable de control).
1 La función de transición en este modelo sí depende del tiempo, a diferencia de los modelos presentados en Epanchin-Niell y Wilen 
(2011) y Chalak y Pannell (2011), dado que el modelo asume un paisaje heterogéneo donde los mapas de susceptibilidad pueden variar 
respecto al tiempo.

: Indica si se bloquea el borde compren-
dido entre la celda  y su celda vecina  en 
el tiempo t, con el propósito de prevenir una 
invasión desde la celda  hacia la celda  en 
el tiempo t (variable de control).

Parámetros

r: Tasa de descuento.
βt : Factor de descuento en el tiempo t,
donde .
d: Costos por daño incurrido por periodo 
de tiempo en cada celda.
e: Costo de remover la invasión de una celda.
b: Costo de bloquear la invasión desde una 
celda vecina.

: Tiempo máximo en el que se proyecta la 
solución del modelo.

Formulación del problema de control óptimo

Sujeto a:

(Función de susceptibilidad)

Para garantizar que el sistema con horizonte 
infinito alcance un estado estacionario, se fijarán 
restricciones respecto a los costos por daños y por 
la aplicación de controles después de que el siste-
ma alcanza un aparente estado estacionario para un 
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tiempo promedio lo suficientemente grande que 
garantice dicho equilibrio. 

Definimos las siguientes restricciones al mo-
delo descrito anteriormente para garantizar la so-
lución de equilibrio del problema:

donde 

Para los tiempos hasta el infinito, calculamos los 
costos por daños o control en estado estacionario:

Luego sumamos este resultado en la función 
objetivo del modelo.

Experimentos

Se realizaron diferentes experimentos computacionales 
para distintos mapas de susceptibilidad y se contrastó 
con el modelo base que asume un paisaje homogéneo.

Experimento 1. Simulación 
en paisaje homogéneo

Dinámica de la propagación

El modelo asume un paisaje homogéneo (nivel de 
susceptibilidad alta en todo el mapa), sin haber un 
intento de control, el brote se propaga de las celdas 
invadidas a sus celdas vecinas en cada tiempo.

Parámetros

•	 Región rectangular: 15 x 15
•	 Brote inicial: En celda (8,8) 
•	 Parámetros: 

Resultados
	

•	 Política de control: Abandono
•	 Daño total del paisaje: 62.7\ %
•	 Costos por daños: 459.754721
•	 Costos por control: 0	

Figura 1. Simulación en paisaje homogéneo

Fuente: elaboración propia.
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Experimento 2. Simulación en paisaje 
heterogéneo

Mapa de susceptibilidad

El modelo asume un paisaje heterogéneo 
con 3 niveles de susceptibilidad:

•	 Susceptibilidad alta: En un 11.11 % del pai-
saje en la parte central.

•	 Susceptibilidad media: En un 42.67 % del 
paisaje como anillo concéntrico a la región 
central de susceptibilidad alta.

•	 Susceptibilidad baja: En un 46.22 % en la 
parte periférica del paisaje.

•	 Susceptibilidad baja: En un 0 % del paisaje.

Dinámica de la propagación 

Sin haber un intento de control, el brote se propaga 
de las celdas invadidas a sus celdas vecinas propagán-
dose rápido desde el centro, luego desacelera en la re-
gión de susceptibilidad media y al llegar a la región 
con susceptibilidad baja se propaga con lentitud.

Parámetros

•	 Región rectangular: 15 x 15
•	 Brote inicial: En celda (8,8)
•	 Parámetros: 

Resultados	
	

•	 Política de control: Abandono
•	 Daño total del paisaje: 36 %
•	 Costos por daños: 287.936769
•	 Costos por control: 0

Figura 2. Simulación en un paisaje heterogéneo

Fuente: elaboración propia.
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Experimento 3. Simulación en paisaje 
heterogéneo

Mapa de susceptibilidad

El modelo asume un paisaje heterogéneo con 3 
niveles de susceptibilidad:

•	 Susceptibilidad alta: En un 46.22 % en la par-
te periférica del paisaje.

•	 Susceptibilidad media: En un 42.67 % del 
paisaje como anillo concéntrico a la región 
central de susceptibilidad alta.

•	 Susceptibilidad baja: En un 11.11 % del pai-
saje en la parte central.

•	 Susceptibilidad baja: En un 0 % del paisaje.

Dinámica de la propagación 

Sin un intento de control, el brote se propaga desde las 
celdas invadidas hacia las celdas vecinas, comenzando 
lentamente desde el centro. Luego, la propagación se 
acelera en las regiones de susceptibilidad media y, al 
llegar a las áreas de alta susceptibilidad, se propaga 
con rapidez.

Parámetros

•	 Región rectangular: 15 x 15
•	 Brote inicial: En celda (8,8)
•	 Parámetros: 

Resultados
		

•	 Política de control: Abandono
•	 Daño total del paisaje: 16.44 %
•	 Costos por daños: 87.659966
•	 Costos por control: 0

Figura 3. Simulación en un paisaje heterogéneo

Fuente: elaboración propia.
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Experimento 4. Simulación en paisaje 
heterogéneo

Mapa de susceptibilidad

El modelo asume un paisaje heterogéneo con 4 
niveles de susceptibilidad:

•	 Susceptibilidad alta: En un 26.66 % del pai-
saje distribuido aleatoriamente.

•	 Susceptibilidad media: En un 26.66 % del 
paisaje distribuido aleatoriamente.

•	 Susceptibilidad baja: En un 26.66 % del pai-
saje distribuido aleatoriamente.

•	 Susceptibilidad baja: En un 20 % del paisaje 
distribuido aleatoriamente.

Dinámica de la propagación 

Sin haber un intento de control, el brote se esparce 
a diferentes tasas de propagación.

Parámetros

•	 Región rectangular: 15 x 15
•	 Brote inicial: En celda (8,8)
•	 Parámetros: 

Resultados	
	

•	 Política de control: Abandono
•	 Daño total del paisaje: 20 %
•	 Costos por daños: 109.771170
•	 Costos por control: 0

Figura 4. Simulación en un paisaje heterogéneo

Fuente: elaboración propia.
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Experimento 5. Simulación en paisaje
homogéneo y constricción

Mapa de susceptibilidad

El modelo asume un paisaje heterogéneo con 2 
niveles de susceptibilidad:

•	 Susceptibilidad alta: En un 77.8 % del paisaje 
distribuido aleatoriamente.

•	 Susceptibilidad media: En un 0 % del paisaje.
•	 Susceptibilidad baja: En un 0 % del paisaje.
•	 Susceptibilidad baja: En un 22.22 % del paisaje 

distribuido en los bordes de la región central.

Dinámica de la propagación

Sin haber un intento de control, el brote se esparce 
en cada tiempo y, al llegar a la región de constricción, 
se frena un poco la propagación. 

Parámetros

•	 Región rectangular: 15 x 15
•	 Brote inicial: En celda (8,8)
•	 Parámetros:

Resultados	
	

•	 Política de control: Abandono
•	 Daño total del paisaje: 82.85 %
•	 Costos por daños: 732.114983
•	 Costos por control: 0

Figura 5. Simulación en paisaje homogéneo y constricción

Fuente: elaboración propia.
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Experimento 6. Simulación en paisaje 
heterogéneo y constricción

Mapa de susceptibilidad

El modelo asume un paisaje heterogéneo con 2 
niveles de susceptibilidad:

•	 Susceptibilidad alta: En un 26.66 % del paisaje 
distribuido aleatoriamente.

•	 Susceptibilidad media: En un 26.22 % del paisaje.
•	 Susceptibilidad baja: En un 23.11 % del paisaje.
•	 Susceptibilidad baja: En un 22.22 % del paisaje 

distribuido en los bordes de la región central.

Dinámica de la propagación 

Sin haber un intento de control, el brote se espar-
ce en cada tiempo y al llegar a la región de cons-
tricción se frena un poco la propagación.

Parámetros

•	 Región rectangular: 15 x 15
•	 Brote inicial: En celda (8,8)
•	 Parámetros: 

Resultados

•	 Política de control: Abandono
•	 Daño total del paisaje: 56.57 %
•	 Costos por daños: 397.282928
•	 Costos por control: 0

Figura 6. Simulación en paisaje heterogéneo y constricción

Fuente: elaboración propia.
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Comentarios finales

La incorporación de la función de susceptibilidad con 
diferentes niveles en el modelo de Epanchin-Niell y 
Wilen (2011) representa una mejora cualitativa y 
cuantitativa con respecto a los resultados reales de 
los fenómenos en estudio, los que se traducen en una 
mejor predicción de la posible dinámica de la pobla-
ción de las especies invasivas y, por lo tanto, también 
en una mejor planificación de recursos a utilizar para 
el control óptimo de estos fenómenos.

Una buena elección promedio de la tasa de pro-
pagación asumiendo paisaje homogéneo en el mo-
delo podría hacer una buena predicción en cuanto 
al porcentaje de área infestada por la especie inva-
siva, sin embargo, en general puede ser deficiente 
en predecir la geometría de dicha área infestada. 
Tomar en cuenta la heterogeneidad del paisaje en 
el modelo permite tener resultados más cercanos a 
la realidad del fenómeno en cuanto a la geometría 
del área infestada.

La función de susceptibilidad permite la mo-
delación de fenómenos de especies invasivas con 
paisajes con geometría irregular, no necesariamen-
te rectangular, definiendo la función de susceptibi-
lidad/idoneidad, de tal manera que discrimine las 
celdas que no forman parte de la región de estudio. 
Para la implementación de un fenómeno concreto 
se considera una o varias regiones rectangulares que 
enmarquen la región de estudio, esto implica un ma-
yor uso de memoria y mayor costo computacional en 
la implementación del modelo, sin embargo, hacién-
dolo de esta manera la implementación es más ma-
nejable y la solución del problema no se ve alterada. 

El mapa de susceptibilidad es clave en este mo-
delo, ya que determina dónde habrá propagación y 
con qué velocidad se realizará. Es importante de-
dicar esfuerzos a la construcción de mapas de sus-
ceptibilidad para el fenómeno en concreto que se 
quiera estudiar si se pretende aplicar este modelo.
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