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Resumen

En el estudio del sistema climatico, diferentes resultados parten de la premisa que establece
que en la atmdésfera los gases de efecto invernadero (GEI) estdn bien mezclados, algunos ejem-
plos son los escenarios de concentraciones de GEI para proyecciones futuras presentados por
el Grupo Intergubernamental de Expertos sobre el Cambio Climatico, en donde se asume
esa concentracién homogénea de los gases. En este trabajo se hace un andlisis de estabilidad
usando la técnica de patrones de Turing, para un modelo analitico del ciclo global del carbono
a fin de determinar si se generan estructuras que concentren los gases en la atmésfera. Para
realizar este andlisis, primero se presenta la teorfa de la inestabilidad de Turing. Después,
se examina un modelo analitico simplificado del ciclo global del carbono. Luego, se afina
y aplica el método de inestabilidad desarrollado para analizar la concentracién de gases al
modelo seleccionado. Para finalizar, se presentan algunos resultados encontrados con este
estudio en el contexto del cambio climatico. Como principal aporte de los hallazgos se destaca
que no se ha encontrado evidencia que pruebe la no homogeneidad de GEI en la atmésfera.

Palabras clave: Cambio climitico, Inestabilidad de Turing, Problema de Sturm-Liouville,
Ciclo Global del Carbono.

Abstract

In the study of the climate system, difterent results are based on the premise that establishes
that greenhouse gases (GHG) in the atmosphere are well mixed. Some examples are the GHG
concentration scenarios for future projections presented by the Intergovernmental Group of
Experts. on Climate Change, where this homogeneous concentration of gases is assumed. In
this work, a stability analysis is carried out, using the Turing pattern technique, for an analyti-
cal model of the global carbon cycle in order to determine if structures are generated that
concentrate gases in the atmosphere. To carry out this analysis, first the theory that supports
Turing instability was studied. A simplified analytical model of the global carbon cycle was
then examined. Then, the instability method developed to analyze gas concentration was
refined and applied to the selected model. Finally, some interesting results found with this
study in the context of climate change are presented. The main contribution of the findings
is that no evidence has been found to prove the non-homogeneity of GHG in the atmosphere.

Keywords: climate change, Turing instability, Sturm-Liouville problem, Global Carbon Cycle
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Introduccion

Para la comprensién de diferentes problemas de ciencias e ingenieria es necesario
estudiar el comportamiento de la difusién en términos del espacio. Existen diferentes
formas de estudiar esta difusién, una popular estrategia fue presentada el afio de 1952
por el matemadtico britdnico Alan Turing, usualmente denominada como patrones de
Turing (Zheng, Shen, & Xu, 2020). En su momento, Turing desarrollé su teoria para
comprender mejor el funcionamiento de los patrones que se forman en la superficie
exterior del cuerpo de algunos animales e insectos, como los que se encuentran en los
tigres o mariposas. Se destaca la importancia del estudio de estos patrones puesto que
brindan defensa, favorecen encontrar el alimento y permiten la comunion a las especies
animales que los ostentan.

Si bien este tipo de anlisis se atribuye a Turing, otros cientificos trabajaron antes
en temas relacionados, como ejemplo se tienen a las publicaciones realizadas por el
bidlogo escocés D’Arcy Thompson (Werritty, 2010) en 1917. Por otro lado, aunque
inicialmente se aplicaron los patrones de Turing a fenémenos bioldgicos, después han
sido ampliamente utilizados en otras dreas del conocimiento en donde se desee com-
prender mejor los procesos de reaccién difusién como neurologia (Cartwright, 2002)
o genética (Gaffney & Monk, 2006).

El presente articulo estd estructurado de la siguiente manera: la seccién dos hace un
resumen de la teoria que sostiene el anilisis de inestabilidad con base en los patrones
de Turing. La seccién tres presenta el modelo analitico utilizado para cuantificar el
ciclo global del carbono. En la seccién cuatro se describe la metodologia desarrollada
para hacer el estudio de inestabilidad de Turing en el contexto del modelo considerado.
Finalmente, en la seccién cinco se presentan los resultados encontrados con el estudio
de inestabilidad de Turing y sus aplicaciones en el contexto del cambio climitico.
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Inestabilidad de Turing

Turing logré identificar que las reacciones quimicas de los organismos propiciaban los
patrones existentes en algunas especies, a partir de ello identificé que en los sistemas
biolégicos de tales especies se podian presentar ciertas inestabilidades que definen
los patrones en la superficie del cuerpo de animales e insectos. En términos generales
estas inestabilidades se pueden clasificar asi: i. las que oscilan en el tiempo, pero son
independientes del espacio; ii. las que varian en espacio, pero no en tiempo; y, iii. las
que oscilan tanto tiempo como en espacio (Vanegas, Landinez, & Garzén, 2009).
Turing determiné que los patrones en las especies se formaban cuando se presenta
una inestabilidad por difusién estacionaria en el tiempo (Vanegas, Landinez, & Gar-
z6n, 2009; Gonzilez, Vanegas, & Garzon, 2009), a lo que después se denominaria
inestabilidad de Turing.

Se dice que existe una inestabilidad de Turing cuando el estado estacionario del
sistema es estable con pequefas perturbaciones sin difusién, pero inestable a pequefas
perturbaciones espaciales con difusién (Murray & Dickson, 2003). A partir de lo an-
terior se puede definir el espacio de Turing conformado por un dominio del espacio de
pardmetros tal que el modelo es inestable a ciertas perturbaciones espaciales.

Por la naturaleza del modelo seleccionado para representar la dindmica del ciclo
global del carbono, a continuacidn, se detalla el procedimiento para hacer un estudio
de inestabilidad de Turing en el caso de un modelo unidimensional en el espacio. Sin
embargo, el estudio de inestabilidad también se puede realizar en dos o mds dimensiones
(Murray & Dickson, 2003; Hirsch, Smale, & Devaney, 2012).

Considere el sistema en una dimensién espacial de reaccién difusién definido como
sigue

ou Dy2
Frie fu) + u, 0

(n-Vu(x,t) =0,x € 0Q

endonde u: Q X T — R™es una funcién con O ¢ R" y T es un intervalo de R, f es el
término no lineal que expresa la reaccién, n es el vector normal unitario y D es la matriz
diagonal cuyos componentes constituyen los pardmetros de difusion.
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Se sabe que la inestabilidad de Turing se presenta cuando el estado estacionario es
estable si no hay difusion, entonces se ajusta el modelo suprimiendo el término DV?u,
de tal forma que se obtiene el nuevo sistema:

ou B
Frie f () (2)

Con el modelo de la ecuacién (2) se prosigue a encontrar los estados estacionarios
o, es decir, cuando f(u) = 0.

Como se desea garantizar la estabilidad con una pequena perturbacién del estado
estacionario, considere el vector z = u — ugtal que |z| es pequefio. Sustituyendo z en (2)
y haciendo un desarrollo en series de Taylor de orden 2, se obtiene

0z

o (3)
3 Jz 3

Aplicando el método de separacion de variables en (3) se pueden obtener soluciones
de la forma e, con A autovalor de J. En (Hirsch, Smale, & Devaney, 2012) se establece
que la estabilidad estd garantizada siempre y cuando la parte real de los autovalores A
sea menor que cero, es decir Re(1) < 0. Tomando esta condicién se obtienen algunas
desigualdades que limitan el espacio de Turing del modelo.

En este punto del analisis de estabilidad, se prosigue a estudiar el sistema ahora
considerando la difusién. Primero se linealiza la ecuacién (1) con el cambio de variable
Z = U — Uy, con lo que se obtiene:

0z
i 2 (4)
5t Jz + DV<“z

Como es usual, para resolver (4) inicialmente se resuelve el siguiente problema:
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Z"(x) +k*Z(x) =0
70 =Z'(@) =0 (5)
0<x<a

Las ecuaciones en (5) definen un problema de Sturm-Liouville y como es sabido, este
problema tiene infinitas soluciones de la forma cos(nmx/a) donde k = nm/a como se
muestra en (Myint-U & Tyn, 2007). Especificamente, a los valores de k se les suele de-
nominar autovalores del problema. Para resolver el problema se conjetura que su solucién
es de la forma

z = veMZ(x) 6)

con v € R™ fijo y no nulo, ademds, tanto v como A son incégnitas. Sustituyendo (6)
en (4) se llega a que las incégnitas de vy A deben satisfacer la siguiente igualdad

(M =]+ k2D)v =0 (7)

Para encontrar una solucién no trivial de (7) se debe cumplir que la matriz Al — J + k2D
sea singular, es decir, |Al — ] + k2D| = 0.Para mayor comodidad en el analisis, se define
el polinomio

p() = |A =] + k?D| (8)

Por lo tanto, para que se presente la inestabilidad de Turing es suficiente garantizar
que al menos una de las raices del polinomio p de (8) tenga parte real positiva.
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Descripcion del modelo

En este trabajo se consideré un modelo analitico simplificado del ciclo global del
carbono que fue publicado en el afio 2018 por Lade (Lade, y otros, 2018). El referido
modelo es una version estilizada de modelos del sistema de la Tierra (ESM en inglés),
para mantener su simplicidad se han realizado muchos ajustes en su planteamiento,
por ejemplo: no se especifica la estratificacién ocednica, es decir, el modelo no hace
distinciones en las diferentes capas de profundidad del océano.

Diferentes dindmicas de la bidsfera terrestre no se consideran, como en el caso
de incendios forestales, talas masivas o extincién de dreas forestales por plagas; sin
embargo, para los propésitos de este trabajo, el modelo brinda resultados valiosos que
pueden facilitar la compresién y planteamiento del andlisis de estabilidad en modelos
mds complejos.

Una descripcién esquemadtica de los procesos que se incluyen para modelar los flujos
de carbono se ilustra en la Figura 1.

Cambio del flujo de Captacién por Emisién por Emisién por el uso
carbono en suelos productos primarios respiracion del suelo del suelo
Cambio del flujo de Captacién en la capa Transporte por la Transporte por la
carbono en océanos mixta superior solubilidad bomba biolégica
Cambio del flujo de Emisién por Emisién por Emisién por el uso
carbono en atmosfera combustién fésil respiracion del suelo del suelo
Captacién por Captacién en la capa
productos primarios mixta superior

Figura 1. Descripcién de los procesos incluidos para modelar el ciclo global del carbono.
Fuente: Elaboracién propia.

Las ecuaciones del modelo que describen los intercambios de carbono en suelos
(Cp), capa mixta superior del océano o simplemente océanos (Cm), atmésfera (Ca) v el
p p p y
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cambio en temperatura (AT), se describen seguidamente. Los valores de los coeficientes
utilizados se muestran en la Tabla 1, las representaciones matematicas de los procesos

han sido tomados de (Lade, et al., 2018).

Carbono en suelos

A grandes rasgos se puede establecer que en el intercambio de carbono en suelos
existen dos procesos: el primero que permite la captacién de carbono de la atméstera
representado por PPNy (1 + K 10g(C,/Ca0)) y €l segundo que constituye la liberacién
de carbono. Esta emisién de carbono se distribuye en dos subprocesos: la emisién por
respiracién del suelo, es decir, por la actividad de las bacterias y similares, modelado
por PPNyC,/Cy, 7710y 1a emisién por el uso del suelo LUC(t) que incluye procesos
como el cambio por la silvicultura (Marianne & Heath, 2012), con lo que se obtiene

la siguiente ecuacion:

C C
— = Fu = PPN, (1 + K. log (—“) - At/“’) —LUC(D) (9)

Cao Cto R

Carbono en océanos:

Con respeto a los océanos, que constituyen los bancos de almacenamiento mas grandes de
carbono en el planeta (Jaramillo, 2004), se tiene que también el intercambio se presenta
en dos vias: la captacién de los organismos de la parte superior de los océanos, como el
plancton, y representado por D, Cpo/T0(Cimo, 0)(Coq — p(Cpy, AL)). Por otra parte, se da la
captacién de carbono, es decir, el transporte a las profundidades y se da por dos vias: con
el proceso fisico quimico de la solubilidad que lo representa wy(1 — w+AT)(C, — Cpno)
y el transporte por la biota bilégica (Tribbia, 2023) modelado por B(AT) + B(0), por
lo tanto, el intercambio se puede representar como sigue:

(10)

Won _ py = D90 (o 80)) = 051 = 07AT) (Cor — Como) — B(AE) + B(0).

—=F = —
dt 2 rp(CmO' 0)
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Carbono en atmésfera

Naturalmente el carbono en la atmésfera estd condicionado también por los intercam-
bios que se dan en los océanos y suelos. De tal forma que el cambio se puede presentar
como sigue:

G = Fa= e = NPy (14 Ko Log (52)) + 70 03" + LUC(O) ~ 558 (Cu = p(Cy A1) (11)

Se destaca la inclusién de la funcién e dependiente del tiempo, con esta funcién se
desea integrar el carbono emitido por la actividad humana. Debido a la naturaleza
simplificada del modelo, no se especifica por pais como se determina est funcién ya
que cada pais obtiene su propia aproximacién usando diferentes métodos. En aquellas
economias frigiles que no hacen estudios exhaustivos para determinar la emisién de
carbono per cdpita se suele hacer una aproximacién simplista a partir de su producto
interno bruto, esta consideracion se justifica en que el mayor peso de las emisiones de
carbono por actividad antropogénica recae en el carbono liberado por combustién f6sil
y la produccién de petréleo e industria. Tanto en la funcién LUC como en e no se ha
utilizado una expresion analitica, para su tratamiento se tomaron los datos histdricos
reconstruidos desde el afio 1750 hasta el 2011 (1cos, 2020; NoOA, 2020) y trayecto-
rias de concentracién representativas (RCP en inglés) para el 2012 hasta el afio 2100

(PICIR, 2020).

Cambio en la temperatura

Se incluye en el modelo una ecuacién para modelar el cambio de temperatura, por-
que esta, a su vez modula la emisién y captacién de carbono; por ejemplo, se sabe que
aguas mds cdlidas son menos eficientes para transportar a las profundidades el carbono
(Rodrigo & Cristian, 2008). La ecuacién que describe el cambio de temperatura fue

propuesta por (Kellie-Smith, Owen, Cox, & M, 2011) y se define a continuacién:

dAT_F_l( A ] (Ca) AT) ( )
dt ~ * 1\log2 o9 Cao 12
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Se finaliza la formulacién del modelo incluyendo una funcién que depende del car-
bono en océanos y el cambio de temperatura, estas dos variables estin estrechamente
relacionadas porque los océanos constituyen el mayor sumidero de carbono del planeta.
La referida funcién se denota por p(Cy,, AT) y cuantifica la relacién entre el cambio de
temperatura y el carbono en los océanos de esta manera:

p(Cm' AT) = Cao/(l - DTAT)(Cm/CmO)T (13)

Toda la construcciéon del modelo que se describi6 anteriormente fue propuesta en
(Lade, et al., 2018), este trabajo aporta al modelo la inclusién de términos de difu-
sién hipotéticos de carbono y la inclusién de una variable espacial, obteniendo asi un
modelo que describe la dindmica global de carbono con difusién en tiempo y espacio.
Se dice que los términos de difusién son hipotéticos porque si bien en la prictica
hay actividades humanas o naturales que emiten carbono de forma centralizada, los
coeficientes que se han utilizado en esta investigacién no se basan en un experimento
o difusién real, sino que han sido considerados en un espacio ilustrativo, tal como se
describe en la seccién cuatro. Con las ecuaciones (9), (10), (11) y (12) el modelo que
incluye dos variables independientes, una para tiempo y otra para el espacio, se puede
expresar de forma simplificada como sigue:

a. Cambio del carbono en suelos con respecto al tiempo: % =F (13)
b. Cambio del carbono en océanos con respecto al tiempo: me = F, + 8,V%C,,

c. Cambio del carbono en atmésfera con respecto al tiempo: aaLta = F; + 85V2C,

d. Cambio de la temperatura con respecto al tiempo: 98T _ F, + 8,V2AT

Aat

tal que F son las funciones que modelan los flujos de carbono que se definieron pre-
viamente § y es el coeficiente de difusién, se ha considerado a §; = 0ya que no suele ser
usual que exista la difusién de carbono terrestre. Por otro lado, se tiene que 0 < §; para
[ = 2,3,4a manera de considerar el efecto de una componente difusiva en el sistema.
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Descripcion del método

A continuacién, se indican algunas consideraciones que detallan el anélisis de inesta-

bilidad realizado:

i.

1.

1ii.

Si bien el modelo considerado es una versién simplificada de la dindmica que
hay con el intercambio del carbono en el sistema climdtico, existe una amplia
complejidad para la elaboracién del anilisis de la inestabilidad de Turing de
forma analitica, por ello se realizé dicho anilisis desde un enfoque numérico;
para este fin se us6 Python como lenguaje de programacién para este fin.

Los valores de los coeficientes de difusion, 82, 33 y 84, no tienen un fundamento
real en este modelo, es decir, la inclusién de la difusién es un aporte de este
trabajo por lo que tales valores no fueron tomados de ninguna observacién
o base de datos. En su lugar, se consideraron valores de 0 a 1, simulando una
proporcién o valor escalado de algin porcentaje que contemplara tal difusién.
En este sentido, para poder concretar el modelo, los valores de difusién se for-
maron por medio de triadas del espacio [0, 1] x [0, 1] x [0, 1]; 1a discretizacion
se hizo tomando los valores de 0, 0.001, 0.01, 0.1 y 1 para cada coeficiente
de difusién, generando asi 125 casos y considerando 31 puntos equidistantes
en [0,100] para k. Se puede destacar que al haber optado por valores en este
espacio es posible considerar casos donde, por ejemplo, se pueda tener una
difusién alta en los océanos (8 grande) pero una difusién leve en atmdsfera
(83 pequefio).

La rutina en Python que se implementé para hacer el anilisis de Turing se
describe, en términos generales, asi: primero, se selecciona una tripleta para los
coeficientes de difusién 82, 83 y 84, del mapeo indicado en el inciso anterior. Se-
gundo, se toma un dominio discreto de valores para el autovalor k de (7) y con
ayuda de un método numérico se encuentra la méxima parte real de las raices
de (8). El método puede o no ser implementado desde cero, existen una gran
cantidad de rutinas predefinidas en diferentes lenguajes o softwares que permiten
resolver el sistema. Tercero, se aplica el criterio para determinar la existencia o
no de la inestabilidad: si alguna de estas raices tiene parte real positiva entonces
se daria lugar a la inestabilidad de Turing.

Ya que seria tediosa la revisién de cada raiz, aunque estas son finitas, una posibilidad
mids agradable para una comprension rdpida del comportamiento de tales raices consiste
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en su visualizacién gréfica, tal como se hizo en el presente trabajo. Para la elaboracién
de la gréfica se considera el conjunto de valores discretos de k y sus respectivas méximas
partes reales de tal forma que se genera una curva en el plano, misma que permite a
simple inspeccién catalogar su comportamiento en alguna regién en especifico.

Resultados

Por medio de la rutina implementada para este trabajo, donde se usé principalmente la
funcién eigvals de numpy para el calculo de los autovalores, se pudo crear la Figura 2. A
partir de esta grafica se pueden observar las curvas generadas para las triadas construidas
considerando los coeficientes de difusién, tal que0 < §; < 1 parai = 2,3, 4. Ficilmente
se puede apreciar que todas las curvas se ubican en una regién donde su rango es nega-
tivo, se interpreta este comportamiento como que en ninguno de los casos considerados
se presenta la inestabilidad de Turing para el sistema (13). La grafica se pudo construir
usando las funciones de matplolib de Python.

Partes reales de los autovalores en funcién de k

— e —

—0.0286

—0.0288

Autovalor

—0.0230 A

—0.0292 4

T T
0 20 40 60 80 100

Figura 2. Distribucién de la parte real de los autovalores del polinomio caracteristico
del modelo con términos de difusién
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Por lo tanto, por medio del estudio realizado para este trabajo se puede constatar
que con base en los pardmetros utilizados y el modelo construido con el término que
representa hipotéticamente la difusién no se presenta una inestabilidad de Turing. En el
contexto real del fenémeno, con el estudio de la inestabilidad de Turing que se realiz6 se
confirma que existe homogeneidad en la concentracién de carbono, pese a la existencia
de circunstancias que conlleven altas emisiones como en un incendio forestal de gran
magnitud. Entonces, aunque en un punto especifico de la atméstera terrestre haya una
fuente que estd emitiendo mds carbono, con el tiempo, segtin lo comprobado con esta
investigacion, se sabe que la concentracién se hard homogénea.

En especial, este resultado es destacable y representa un aporte importante para
modelos enfatizados en el cambio climdtico, ya que contribuye a una mejor toma de
decisiones y el perfeccionamiento de las politicas ptblicas actuales (Change & Stocker,
2014), debido a que dictamina que, aunque las aportaciones de carbono de parte de las
economias de los diferentes paises no son iguales estas si se distribuyen uniformemente.
Con lo anterior, por medio de un andlisis matematico aplicado a un modelo de carbono,
se brinda una prueba mds para justificar el principio de responsabilidad compartida ante
el cambio climitico, es decir, la no equidad de emisiones de carbono que, en general,
promueven el calentamiento climdtico afectan homogéneamente a todo el planeta.
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Tabla 1. Valores de pardmetros utilizados en el modelo

Simbolo Nombre del pardmetro Valores iniciales Valor
C.o Carbono atmosférico estimado en la época preindustrial 589 PgC
Cio Carbono terrestre estimado en la época preindustrial 1875 PgC
Cono Carbono ocednico estimado en la época preindustrial 900 PgC

Pardmetros usados para la modelacién del carbono terrestre

Qg Dependencia de la temperatura de la respiracién terrestre 1,72
PPN, Ab.sorcmn'neta de carbono de la atmésfera en la época 55 PgClafio
preindustrial
K, Efecto de la fertilizacion 0,3
Pardmetros usados para la modelacién del carbono en océanos
B, Bomba bioldgica en la época preindustrial 13 PgC/afio
B Temperatura dependiente de la bomba biolégica 0,023/K
wq Tasa de solubilidad de la bomba biolégica 0,1/afio
Debilitamiento de la solubilidad de la bomba biolégica bajo el
AT . e L. 0,1/K
cambio climatico
D, Tasa de equilibrio de carbono en la capa mixta superior del océano 1/afio
D, Efecto de la solubilidad en la temperatura 0,0423/K
T Factor Revelle 12,5
Pardmetros usados para la modelacién del cambio de temperatura
T Tiempo de respuesta para un retraso climatico 4 afios
A Factor de sensibilidad del clima 1,8K
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