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RESUMEN

En este articulo reflexionamos acerca del papel de la resolucién de problemas en la formacién inicial
de profesores de Educacién Primaria. Tras retomar algunas aportaciones relevantes en el ambito de la
resolucién de problemas en la educacién matematica, nos centramos en la doble vertiente de plantear y
de resolver problemas, analizando la relevancia que esa doble componente tiene, tanto en la educacién
obligatoria, como en la formacién inicial de profesores. El dltimo epigrafe del articulo comienza con
una contextualizacién de la formacién en educacién matemadtica de los futuros maestros de Primaria
en la Universidad de Huelva, para cerrar detallando el desarrollo de una experiencia de aula que
ejemplifica cémo trabajamos con los futuros maestros “aprender y aprender a ensefiar a plantear y

resolver problemas”.

Palabras clave: Formacién Inicial de Profesores de Primaria, Planteamiento de Problemas, Resolucién

de Problemas, Educacién Matemdtica
ABSTRACT

In this article we reflect on the role of problem solving in the prospective primary teachers’ training. After
taking up some relevant contributions in the field of problem solving in mathematics education, we focus on
the double aspect of problems posing and problems solving, analyzing the relevance that this double component
has, both in compulsory education and in prospective primary teachers’ training. The last part of the work
begins with a contextualization of the training in mathematics education of future primary teachers at the
Uniwversity of Huelva, to close detailing the development of a classroom experience that exemplifies how we

work with future teachers “learn and learn to teach how to pose and solve problems .

Keywords: Prospective Primary Teacher’s Training, Problem Posing, Problem Solving, Mathematics Education.
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Introduccion

La resolucién de problemas ha tenido un papel destacado, tanto en las matemdticas, como en la ensefianza
y el aprendizaje de las matemiticas, desde la segunda mitad del siglo XX; la mayoria de los autores sitdan el
comienzo en los trabajos de Polya (1945), centrado en su interés en como resolver los problemas de aprendizaje
de sus estudiantes. Desde entonces, ha ocupado y ocupa un papel relevante planes de estudio de la ensefianza
obligatoria en todo el mundo, en los que, tanto el énfasis en la ensefianza de la resolucion de problemas,
per se (ensefiar a resolver problemas), como de la ensefianza de las matematicas a través de la resolucién de
problemas (ensefiar via resolucién de problemas), es el hilo conductor y organizador curricular. En paralelo,
ha sido un foco de interés para los investigadores de educacién matematica, basta analizar el protagonismo
que ha tenido en todas las conferencias de ICME, desde 1969 hasta la de Hamburgo, en 2016, donde la
resolucién de problemas matemdticos ocupé el centro del Grupo de Trabajo 19: Resolucion de problemas en la
educacion matemdtica (Liljedah, Santos-Trigo, Malaspina y Bruder, 2016). En los momentos en que escribo
estas lineas se ha anunciado el aplazamiento, para 2021, del ICME 14, previsto para julio de 2020, en el que
el TSG 17 iba a versar sobre problem posing and solving in mathematics education.

Lester y Kehle (2003) caracterizan la resolucién de problemas matemdticos como una actividad en la
que los estudiantes se implican y realizan un importante elenco de acciones cognitivas que conllevan el
acceso y el uso de conocimientos y experiencias previas. Ademds, deben coordinar diferentes registros
de representacion, encontrar patrones y poner a prueba su capacidad de intuir e inferir. Como sefialan
Verschaffel, Greer y De Corte (2000), hay suficientes evidencias empiricas que nos animan al desarrollo
de métodos de aprendizaje orientados a procesos que enfaticen la resolucién de problemas matematicos,

dado que se muestra como un aspecto de especial dificultad para los estudiantes de Primaria.

Como sefiala Kramarski (2009), en los estindares de educacién matemadtica, desde un enfoque del
aprendizaje a lo largo de la vida, se apunta a la resolucién de problemas como el eje sobre el que vertebrar,
no solo la educacién obligatoria, sino también la formacién de profesores de matemdticas (NCTM,
2000; INECSE, 2003). Desde esta visién de los estindares, la educacién matemaitica y la formacién
del profesorado deberia centrarse en la resolucién de problemas, el razonamiento matemadtico y la
comunicacién como integradores curriculares. Desde esa perspectiva, los profesores han de enfrentarse a
un desafio que supone ensefiar matemdticas guiando a sus estudiantes a obtener ideas matematicamente
potentes. Como sefialan Hill, Rowan y Ball (2005) o Putnam y Borko (2000), es preciso orientar la
ensefianza de las matemadticas hacia procesos en los que los estudiantes se enfrenten a retos fomentando
la construccion del conocimiento a través del aprendizaje autorregulado en la medida en que son

participantes activos en su propio proceso de aprendizaje (Zimmerman, 2000).
No obstante, como sefialan estos mismos autores (Hill, et. al., 2005; Putnam y Borko, 2000), los maestros
de Educacién Primara que salen de nuestros centros de formacién inicial siguen sin estar preparados

para ensefiar matematicas de esta manera prevista los estindares, fundamentalmente porque la mayoria
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de ellos no han aprendido las matemiticas de esta manera, sino mds bien desde el enfoque instrumental
tradicional, donde el contenido matemdtico se asemeja a un conjunto de hechos, conceptos y principios,
muchas veces sin vinculos entre si, no relacionados, para ser aplicados en listados de ejercicios de
aplicacion. Los espacios para pensar y razonar, comunicar, argumentar, modelizar, representar, plantear
y resolver problemas y utilizar el lenguaje simbélico, formal y técnico sobre situaciones para las que
no hay una respuesta inmediata no han caracterizado sus aprendizajes. Los estudios muestran que
estas experiencias anteriores suelen generar unas creencias sobre la matemitica y sobres su ensefianza
y aprendizaje que, a menudo sirven como una lente a través de la cual los maestros filtran el nuevo
conocimiento pedagégico que se les ha ensefiado. Esos mismos estudios sefialan que es esencial que

los formadores de profesores tengan en cuenta la existencia de estas creencias al momento de formar

profesores (Pajares, 1992; Kramarski y Michalsky, 2009; Richardson, 1996; Thompson, 1992).

Por otro lado, en la cadena de transmisién/construccion del conocimiento matemdtico ocupa un papel
relevante el libro de texto que utiliza el profesor. Jider, Lihtner y Sindenvall (2019) llaman nuestra atencién
en este sentido, sefialando al libro de texto como uno de los factores influyentes en el resultado de la educacion
matemdtica y nos recuerdan que ya Schoenfeld (1985) afirmaba que, para desarrollar una competencia de
resolucién de problemas, uno necesita trabajar con problemas, es decir, necesita disponer de problemas, bien
de elaboracién propia, bien presentes en algun recurso como el libro de texto o en plataforma digitales. Sin
embargo, su estudio muestra que la gran mayoria de las tareas en todos los libros de texto analizados eran
tareas de reproduccién, en las que los alumnos disponian de los recursos suficientes para resolver sin que ello
supusiera un reto para ellos. Esto nos pone de relieve la necesidad de una seleccién o elaboracién cuidadosa
(por parte de los maestros, pero también de los estudiantes) de recursos para crear oportunidades para
desarrollar la competencia para resolver problemas en este sentido. Esto tltimo nos sitia ante una doble

consideracién de la resolucién de problemas: plantearlos y resolverlos.
Problem solving y problem posing”

Singer, Ellerton, Cai y Leung (2011) aluden de forma indirecta al libro de texto cuando afirman que,
cuando se resuelven problemas en el aula, estos suelen estar planteados por alguien externo a ella.
Hay varios mensajes en esta afirmacién que conviene resaltar. En primer lugar, parecen indicarnos
que, en el mejor de los casos, cuando se resuelven problemas que emanan de fuentes externas al aula,
puede no existir una intencionalidad predeterminada por parte del profesor en su seleccién. Dicho en
positivo, cuando un profesor plantea un problema (lo elija o lo elabore) ha de hacerlo con una finalidad
predefinida; para mejorar la capacidad de comprensién de los enunciados por parte de sus estudiantes,
para favorecer los cambios de registro de la informacién, para potenciar la capacidad de organizar
la informacién y otros elementos vinculados a la planificacién, para desarrollar otras herramientas
heuristicas, ... Parece obvio que, si el profesor decide que sus estudiantes resuelvan determinados
problemas, con una finalidad predeterminada, serd mds eficaz elaborar el problema para responder

a esa finalidad, que encontrar uno que cumpla tal condicién en una fuente externa. En segundo
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lugar, la afirmacién de estos autores también parece recordarnos que tan importante es que nuestros
alumnos resuelvan problemas, como que sepan plantearlos. Coincidimos con Singer ez a/. (2011)
cuando afirman que tanto profesores como estudiantes estdn poco habituados en la tarea de plantear

problemas. Dediquemos unas lineas a reflexionar sobre la importancia saber plantear problemas.

Durante las ultimas dos décadas, la investigacién en educacién matemdtica ha producido un importante
numero de articulos que indagan en la relacion entre la plantear y resolver problemas (Christou,
Mousoulides, Pittalis, Pitta-Pantazi y Sriraman, 2005; Kilig, 2013, Lowrie, 2002; Luo, 2009; Ticha y
Hosgpesovd, 2009), siendo concluyentes en la ayuda que supone plantear problemas en el proceso de

formacion en resolucion de problemas.

Una de las claves de la resolucién de problemas es ser capaz de analizar las caracteristicas del resultado.
El proceso de resolucién se antoja incompleto si el resolutor no se hace preguntas acerca de qué ocurriria
si cambiaran determinadas condiciones iniciales. Cuando entrenamos a los resolutores (sean estudiantes
de primaria o estudiantes para profesor de Primaria) en el arte de hacerse este tipo de preguntas estamos
abriendo la puerta al planteamiento de nuevos problemas. Como sefialan Singer ez a/. (2011), cuando se
entrena de forma sistemadtica en la transformacién de problemas, cambiando representaciones, operaciones
o condiciones, se sitia al resolutor ante la posibilidad de comparar varios problemas evaluando similitudes
y diferencias, incrementando sus capacidades de apreciar lo esencial entre lo auxiliar y ayuddndoles a
comprender la estructura que los hace semejantes. Cuando se aborda este tipo de tareas, se promueve que
los estudiantes agudicen su capacidad de observar, experimentar, variando datos o contexto, comparar los
resultados y generar, asi, nuevos problemas (Singer y Voica, 2008). Ver el final de cada problema como el
principio de otro hace que el planteamiento y resolucién de problemas se convierta en un ciclo dindmico
y constante en el que, a diferencia de planteamientos convencionales de ejercitacion repetitiva, el producto
final pierde importancia frente a la reflexién acerca de los métodos y estrategias que se utilizan para lograrlo

(Stanic y Kilpatrick, 1988; Karimi, Shahvarani y Haghverdi, 2019).

Dicen Christou, e al. (2005, p. 149), que “plantear problemas es un aspecto importante de las
matemadticas puras y aplicadas y una parte integral de los ciclos de modelado que requieren la
idealizacién matemitica de fenémenos del mundo real". Podria decirse que plantear problemas es
la componente esencial de la resolucién de problemas, sin embargo, la investigacién en educacién
matemadtica no le dedicado tanta atencién como a la resolucién de problemas. Como sefiala Ellerton
(2013, pp. 100-101): “durante demasiado tiempo, el objetivo prioritario ha sido la resolucién exitosa de
problemas; ha llegado el momento de plantear problemas para que se les otorgue un lugar destacado en
los curriculos y aulas de matemiticas”. Pensamos que esto es extensible a los curriculos de formacién de
profesores de matematicas; los futuros profesores, que no han sido entrenados en plantear problemas,
cuando eran estudiantes, requieren una atencién especial en este sentido. Pueden parecer nuevos estos
planteamientos, sin embargo, ya Kilpatrick (1987, p. 123) sefialaba que "la formulacién de problemas

debia ser vista no solo como un objetivo de instruccién sino también como un medio de instruccién".
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La formacion inicial de profesores de Primaria en Espafia

Cuando Espafia adapt6 sus titulos universitarios al Espacio Europeo de Educacién Superior se produjo
un cambio importante en la formacién de profesores de Primaria. Estos cambios son especialmente
visibles en los planes de estudio actuales, en los que los cambios mds relevantes se centran en su
estructuracién en cuatro afios de estudios, en vez de tres como antes de la adaptacion, y en los que el
cardcter generalista a la formacién de Maestros (ahora graduados en Educacién Primaria) es todavia

mds patente.

Si ponemos el foco en los contenidos de la formacion, los nuevos planes son sensibles a las aportaciones
de la comunidad de educadores matemidticos a lo largo de la segunda mitad del siglo XX, enfatizando
el cardcter profesional del conocimiento de un Maestro, en cuanto al contenido matemadtico se refiere.
Si se hace un anilisis retrospectivo de esta formacién, el contenido ha mantenido una dualidad desde
las componentes disciplinar y diddctica; frente a esa tendencia, ahora es cada vez mds frecuente ver
cémo las universidades avanzan hacia una integracién, que en nuestro pais comenzé a ponerse de
manifiesto con el titulo de las materias (“Matematicas y su Diddctica”) que formaban parte de los
planes y manuales formativos de finales del siglo pasado. Asi, la didictica de la matemdtica pasé
de ser el epilogo que los libros y programas de la segunda mitad del siglo XX presentaban tras cada
contenido matematico especifico, elaborados desde una perspectiva formal y academicista inspirada
en una visién bourbakista de la Matemadtica, a los programas actuales que contemplan la integracién
de los dos dominios, el conocimiento de Matemiticas y el conocimiento derivado de la investigacién

en Educacién Matemdtica.

Como hemos puesto de relieve en Carrillo y Contreras (2020), la investigacién sobre el conocimiento
del profesor, realizada en las tres dltimas décadas, ha impulsado progresivamente esta vision mads
integrada del conocimiento del Maestro en el dmbito de las matematicas, que hoy posee una perspectiva
mis profesional del mismo. Asi, los programas de formacién de Maestros de Educacién Primaria en
Espafia abordan el conocimiento matematico no desde su perspectiva formal y academicista, sino
como objeto de ensefianza y aprendizaje, como puede verse en diversos materiales coordinados por
tormadores de Maestros de diversas universidades espafiolas, que son utilizados como manuales de
referencia en la formacién inicial (Castro, 2001; Chamorro, 2003; Godino, 2004; Segovia y Rico,
2011; Flores y Rico, 2015; Carillo, Contreras, Climent, Montes, Escudero-Avila y Flores-Medrano,
2016), o como libros especificos de ensefianza y aprendizaje de nucleos temdticos concretos (coleccion
Matematicas, Cultura y Aprendizaje de Ed. Sintesis).

Hoy, en las universidades espafiolas, la formacién se articula, como he indicado antes, en cuatro
afios académicos, los dos primeros con una formacién de corte tedrico-prictica, que se realiza en
las universidades, y los dos tltimos con una formacién, compartida entre la universidad y los centros

educativos de Educacion Primaria (Practicum), por un total de 480 horas lectivas. La formacién,
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que consta de 240 créditos, se completa en esos cuatro cursos académicos con contenidos de otras
diddcticas especificas (Didéctica de las Ciencias Experimentales, Didécticas de las Ciencias Sociales,
Didictica de la Expresién Plastica, Musical y Corporal y Didictica de la Lengua y la Literatura)
con peso crediticio muy similar al que acabamos de detallar para la Didictica de la Matematica y
que conforman un total de 100 créditos de Formacion Obligatoria, las materias de la Formacion Bdsica
(60 créditos de materias relacionadas con la Psicologia Evolutiva y de la Educacién, la Didictica y
Organizacién Escolar, la Sociologia o la Investigacién Educativa), 30 créditos de Materias Optativas,
que dependen de cada universidad, 44 créditos de Prdcticas Externas en centro educativos y 6 créditos

del Trabajo de fin de Grado.

Ademis de dos semestres en los que se desarrolla el Practicum, los contenidos tedrico-practicos de la
formacién en Educacién Matemadtica a que antes hemos hecho referencia suelen ocupar entre tres
y cuatro de los seis semestres que dura esa parte de la formacién (tres cursos académicos), segin
las universidades, y tienen como referencia los contenidos matemadticos de la Educacién Primaria,
recogidos en la materia genérica denominada Enseianza y Aprendizaje de las Matemdticas, que se
desarrollan en asignaturas como! “Introduccién a la ensefianza y aprendizaje de las matematicas
en Educacién Primaria”, “Numeros y Operaciones”, “La construccién del lenguaje matematico,
magnitudes y medida y tratamiento de la informacidn, azar y probabilidad”y “Las formas, las figuras
. »
y sus propiedades”.

Entre los objetivos de estas asignaturas, extraidos literalmente de los planes de estudio, se encuentran
los siguientes®: “Conocer los principios fundamentales relativos a los contenidos de las matematicas
escolares, reconociendo relaciones entre ellos, enunciar y resolver problemas matemdticos relativos a los
contenidos de las matematicas escolares en diversas situaciones y relaciondndolo con consideraciones
sobre su aprendizaje, analizar, razonar y comunicar eficazmente argumentaciones matemdticas relativas
a los contenidos matemadticos escolares, conocer y relacionar los elementos del curriculo respecto
a la enseflanza de los contenidos matemdticos en Educacién Primaria (objetivos, contenidos,
recomendaciones metodolégicas, evaluacién), describiéndolos criticamente y relaciondndolos con
propuestas de ensefianza, cuestionarse y argumentar qué contenidos matemdticos ensefiar en primaria,
para qué y cémo, superando visiones simplificadoras e integrando consideraciones del curriculo oficial
y de la investigacién sobre el aprendizaje de los contenidos, identificar distintas situaciones, fenémenos
y representaciones relativos a los contenidos de las matemdticas escolares, describiendo sus diferencias en
cuanto a los contenidos como objeto de ensefianza-aprendizaje, analizar criticamente propuestas,
materiales y recursos para la ensefianza de los contenidos matemadticos de la Educacién Primaria,

argumentando posibles beneficios y obstdculos para el aprendizaje, disefiar materiales y actividades para

1 Especificamente en la Universidad de Huelva.

2 La cursiva en este Gltimo parrafo se efecta para resaltar aquellos contenidos directamente relacionados con la resolucién de problemas.
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la ensefianza de los contenidos matematicos de Educacion Primaria y la evaluacién de su aprendizaje,
considerando cuestiones sobre el contenido, el aprendizaje y la ensefianza y haciendo explicitas las
decisiones tomadas y sus razones, justificar el posible proceso de pensamiento matemdtico de alumnos
manifestados en sus producciones, relativos a los contenidos de las matematicas escolares, considerando
nociones sobre el aprendizaje de dichos contenidos, identificar modos de comunicacion y estrategias de
interaccion en el aula de matemadticas, argumentando sus implicaciones para el aprendizaje, valorar el
andlisis de situaciones de ensefianza-aprendizaje matemdticos como via de aprendizaje como profesor

y valorar el trabajo con compafieros como via de aprendizaje como profesor”.

El planteamiento y resolucién de problemas, como se ha visto, es transversal en el plan de estudios
de nuestra universidad y la existencia de una materia, en el primer curso (segundo semestre) dedicada
exclusivamente a la finalidad de ensefiar a plantear y resolver problemas, puede decirse que es casi
exclusivo de la misma. La idea de situarla en el primer curso era justamente para iniciar el camino hacia

una forma de aprender matemadticas diferente a la que los maestros en formacién han estado habituados.

La calidad de la formacion es, desde nuestra perspectiva, fruto de la interaccion entre el conocimiento
sobre contenido matemadtico, y el conocimiento didictico del contenido y esta interaccién puede
propiciarse especialmente cuando los futuros maestros tienen la oportunidad de enfrentarse a
problemas que desafian su inteligencia, en contextos que invitan a la exploracién y la especulacion
como medio para aprender ideas y procedimientos matemdticos que ellos mismos tendrin luego
que desarrollar con sus estudiantes (Cai, 2003; Kilpatrick, Swafford y Findell, 2001). Como sefialan
Boavida, Delgado, Mendes y Brocardo (2018), citando a Kilpatrick, e a/, (2001, p. 370), es esencial que
los futuros maestros desarrollen "la capacidad de ver las posibilidades matematicas en una tarea", junto

con la capacidad de generar nuevas tareas que promuevan el razonamiento y resolucién de problemas.

Como veremos a continuacién, de las cuatro fases o formas de abordar la resolucién de problemas,
de Kilpatrick (1985), Osmosis, Memorizacién, Imitacion, Cooperacién y Reflexién, nuestro trabajo
se centra en esta Ultima, en la cual las habilidades para resolver problemas se adquieren de manera
orientada a la accién y a través de la reflexién sobre enfoques para el planteamiento y la resolucién
de problemas. Es en esta fase donde, se produce lo que Bruder (2000) llama transferencia. Es en este
momento cuando los resolutores exitosos transfieren, mds ficilmente que otros, un procedimiento
conocido de un contexto a otro, a veces incluso muy diferente. Reconocen mis ficilmente el esquema

comun de un grupo de tareas similares.

La experiencia en la Universidad de Huelva

Como se ha senalado antes, en la formacién de Maestros de Primaria, desde la perspectiva de
la Didéctica de la Matemadtica, en la Universidad de Huelva, se articula en torno cuatro pilares.

El primero, de cardcter transversal, aunque ocupa el contenido de una de las cuatro asignaturas,
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es el planteamiento y resolucién de problemas; los otros tres tienen su mirada en los aspectos
de la educacién matemdtica relacionados con los grandes bloques de contenidos matemdticos
de la Educacién Primaria: Numeros y operaciones; la construccién del lenguaje matemaitico,
magnitudes y medida y tratamiento de la informacién, azar y probabilidad, y las formas, las figuras
y sus propiedades. La materia que aborda el planteamiento y resolucién de problema estd situada
en el primer curso. Bajo la denominacién de Introduccion a la Ensefianza y Aprendizaje de la
Matematica en la Educacién Primaria, se pretende provocar un choque respecto a la tradicién
en educacién matemadtica que ha caracterizado la formacién de quienes acceden nuestros centros.
Como se ha comentado antes, somos conscientes de las escasas o nulas experiencias que los futuros
maestros han tenido en relacién con el planteamiento y resolucion de problemas matemdticos;
esta asignatura pretende ser una oportunidad de ver otra forma de hacer matemiticas, a través
del planteamiento y resolucién de problemas. Los futuros maestros adquieren un doble papel;
por un lado, los situamos como resolutores, de forma que vivan la experiencia como aprendices;
de otro, les llevamos a una reflexién metacognitiva sobre los procesos que realizamos y sus
consecuencias de cara al aprendizaje de sus futuros alumnos. Pero en su papel de resolutores,
como se ha ido comentando, no nos limitamos a que resuelvan problemas, mds bien ponemos el
énfasis en el proceso de transformacién para lograr nuevos enunciados que modifique, los datos,
el contexto e, incluso, parte de la estructura de los problemas. De esa manera conseguimos una
comprensién profunda de los heuristicos (Liljedah ez a/., 2016) que trabajamos y de los procesos

de pensamiento que nos llevan a la solucién y una integracién de las estructuras de conocimiento

existentes (Kilig, 2017).

Plantear problemas, ademds de ampliar en los futuros maestros su comprensién de las matemadticas y
de potenciar su capacidad de explorar la naturaleza de los problemas en lugar de centrarse solo sus a
soluciones (Stoyanova, 2003), beneficia a los futuros maestros de multiples formas. En primer lugar,
como hemos comentado, potencia la capacidad de comprender los procesos cognitivos, fomentado la
metacognicién (Mestre, 2002); en segundo lugar, les ayuda a comprender el papel que el planteamiento
y resolucién de problemas tiene en el curriculo, y su relacién con las competencias matemdticas que se
promueven (Cai, Moyer, Wang, Hwang, Nie y Garber, 2012); y, por dltimo, les ayuda a desarrollar y
fortalecer sus habilidades de pensamiento critico.

Nuestras estrategias de aprendizaje por transformacidn, para la elaboracién de nuevos enunciados a
partir de un problema dado, se basan en la categoria de Silver (1994), posterior a la solucidn, similar a

la de situaciones estructuradas de Stoyanova (2003).

De todos los heuristicos que trabajamos en esta asignatura, hemos elegido uno que pensamos que
ayuda mejor a comprender el trabajo que desarrollamos. No daremos nombre al heuristico, de
momento. Dejaremos al lector que, a través de la comprensién de su funcionamiento, le de su propio

nombre, aunque al final si diremos cémo le llamamos nosotros.
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En lo que sigue procuraremos hacer ver diferentes acciones que se desarrollan en varias sesiones de

clase. La primera de ellas podria comenzar con el siguiente enunciado:

‘En un corral hay gallinas y conejos, alcanzamos a ver 13 animales y contabilizamos 42 patas,

geudntas gallinas y conejos hay?”

Cada vez que este enunciado forma parte de las primeras clases de la asignatura, los futuros maestros
suelen abordarlo mediante un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas, pero cuando llegan a la
solucion les cuestiono sobre la viabilidad de utilizar esta potente herramienta algebraica en tercer curso
de Educacién Primaria, que es donde este problema es planteado en un libro de texto. Esta sencilla
reflexion curricular les pone ante el reto de encontrar una forma de encontrar la solucién, adecuada,
para ese nivel educativo. A veces, algiin estudiante ha aportado la solucién que comentaré; cuando no

es si, les cuento como observé resolverlo a un nifio de 9 afios.

Este nifio dibujé 13 circulos que representaban las 13 cabezas (todas iguales pues no sabia a que tipo
de animal correspondian) y, a continuacién, puso dos palitos en cada una de ellas (cada palito dijo que
representaba a una patita, afirmando que cada animal tiene al menos dos). A continuacién, conté las
patatitas que ya ha habia colocado (26) y las comparé con las que tendria que haber (42). La diferencia
(42-26 = 16) sabia que habia que colocarlas de dos en dos (aunque él no era consciente de ello, estaba

transformando gallinas en conejos). El registro gréfico le aport6 la solucién al problema.

Varias reflexiones sobre esta solucién son necesarias para comprender qué estd debajo del razonamiento
del nifio. En primer lugar, no se nos debe pasar por alto la importancia del cambio de registro verbal
a registro grifico; en muchos casos, este procedimiento mejora nuestra capacidad de comprensién y
de planificaciéon. En segundo lugar, es necesario reflexionar acerca de las operaciones que estin en
juego, para comprobar que resulta un problema con requerimientos adecuados para el tercer curso de
Primaria, donde lo hemos encontrado. En tercer lugar, analizado desde el punto de vista algebraico, lo
que el nifio ha hecho (naturalmente sin ser consciente de ello) es partir de una solucién particular de
la ecuacién mis sencilla (x+y = 13), en este caso que el nimero de conejos es cero. Después ha visto si
se cumple la segunda condicién (ha contado el nimero de patitas que habria), al comprobar que no

eran suficientes, ha ajustado el resultado, transformando gallinas en conejos.

Llegados a este punto les pregunto a mis alumnos (futuros maestros) si creen que la estrategia podria
funcionar tomando dos valores cualesquiera que sumen 13 y reproduciendo el procedimiento seguido
por el nifio. Para que vean que el proceso es independiente de los valores que tomen (salvo los valores
que resuelven la ecuacion, lo que nos hace toparnos con la solucién sin que ello nos aporte nada), divido
la clase en grupos, de forma que cada grupo lo haga con valores diferentes, y me aseguro, ademds, de
que algunas de las combinaciones que sumen 13 lleven a una situacién en la que el nimero de patitas

asignadas en la primera fase del proceso sea superior al total (pasarse, en vez de quedarse corto), de
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forma que a la transformacién de gallinas en conejos, que supone el quedarse corto, afiadimos ahora

transformar conejos en gallinas (quitando patitas sobrantes, de dos en dos).

En la fase de ajuste del problema suelen hacer una divisién por dos (afiadir o quitar patitas de dos
en dos), donde el dividendo es la diferencia entre las patitas puestas y las que tiene que haber, el
divisor dos (nimero de patitas que quitamos cada vez) y el cociente es el nimero de animales que se
transforman. A pesar de que se hacen explicitos los significados de estos valores, el valor del divisor
tiene la particularidad de ser la diferencia entre 4 y 2 (nimero de patitas de cada tipo de animal) y
también la mitad de 4. Esto, como veremos después, nos mostrard que este ejemplo no es transparente
respecto de la relacién entre 4 y 2 que necesitan utilizar. Para abordar esta cuestién les propongo que
enuncien un problema similar cambiando solo el contexto. No sin dificultades, generan un contexto
que les resulta familiar, relacionando ruedas de motocicletas y automdviles. El problema surge cuando,
ademds de cambio de contexto, les solicito cambio de datos. Pueden elegir cualquier combinacién
lineal donde no aparezcan, a la vez, 2 y 4, precisamente para poder profundizar acerca del tipo de

relacién entre estos valores.

Es algo que les suele costar trabajo y, a veces, se hace necesario sugerir el contexto. Por ejemplo, una
celebracién donde hay un determinado nimero de comensales, que hemos de sentar alrededor de mesas
de dos tamafios (que acogen a dos nimeros diferentes de comensales). Tanto en esta transformacion,
como en la anterior, los futuros maestros no toman conciencia ficilmente de dos aspectos esenciales
a la hora de enunciar un problema. El primero es que es preciso partir de lo que serd la solucién; el
segundo es que algunos de los datos pueden ser aleatorios (en este caso, la capacidad de cada tipo de
mesa y el total de mesas), pero que hay un dato que es dependiente de los anteriores, el nimero total

de comensales. Estos dos aspectos es necesario trabajarlos cuando se entrena en formular problemas.

Imaginemos la siguiente formulacién posible, en un contexto en el que se dispone de 13 mesas, con
capacidad para 5 y 9 comensales, respectivamente, lo que nos llevaria a un total de (elijamos 10 de 5
y 3 de 9) 77 invitados:

“En una celebracion se dispone de 13 mesas de 5 y 9 comensales, respectivamente, si hay que sentar a 77

invitados, jcudntas mesas de 5 y de 9 serdn necesarias?”

Los futuros maestros abordan la resolucién utilizando el heuristico que estdn aprendiendo. Toman
dos nimeros naturales que sumen 13, por ejemplo 6 y 7, y asumen que la solucion fuera 6 mesas
de 5 comensales, y 7 mesas de 9 comensales. Ello conducirfa a un total de 30 + 63 = 93 comensales.
Como en este caso nos hemos pasado, averiguamos en cuanto, es decir restamos 77 de 93, obteniendo
16. En este punto ya han asumido que esa cantidad de exceso es preciso ajustarla a 0, a través de la
transformacién de mesas del tamafio mayor a mesas del tamafio menor y para saber el nimero de

mesas, saben que han de hacer una divisién. Es aqui cuando se desconciertan, pues la relacién entre 4 y
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2 es preciso ahora determinar si era aditiva o multiplicativa. Algunos, de forma automatica dividen por
2 el exceso, justificando que hay “dos tipos” de mesas, pero claro, no les funciona. Es preciso entonces
ayudarles a reflexionar sobre el significado de transformar mesas de 9 en mesas de 5, “perdiendo” 4
comensales (la diferencia entre 9 y 5) cada vez. Es decir, es 4 el divisor por el que dividir el exceso
(16), obteniendo el nimero de transformaciones. Es ahora cuando descubre la relacién aditiva que les

permite conocer el sentido del ajuste.

Es momento, cuando se ha llegado aqui, de hacer una reflexién sobre la estructura comun a los
problemas que se han ido enunciando y resolviendo. Se trata, en todos los casos de un sistema de dos

ecuaciones con dos incégnitas de la forma:

x+y=a
mx+ny=b

Con a,b, m y n nimeros naturales.

La transformacién que sigue va a afectar también a esta estructura. Les pedimos que enuncien un
problema en el que m o n sean nimeros enteros. Esta transformacién les cuesta bastante mds que
las anteriores, a pesar de que el contexto mds cercano lo tienen “delante de su nariz”, por ejemplo, las
pruebas tipo test, en los que las preguntas acertadas suman un valor positivo, y las erréneas un valor

negativo. Por ejemplo:

“En un examen tipo test hay 50 preguntas, las que se responde correctamente son valoradas con 3
puntos; las que se responden de forma erronea, restan 1 punto. Una persona, que respondic a todas las
preguntas, obtuvo 90 puntos, gcua’m‘m preguntas contesto correcta ¥ erroneamente?”

Al llegar aqui se han superado algunos obsticulos que hemos ido comentando:

a. Son capaces de cambiar de registro verbal a gréfico y algebraico.

b. Identificado el contexto, son capaces, de identificar los datos que son arbitrarios y los que son

dependientes de los anteriores.

c. Saben utilizar el heuristico y conocen la relacién entre los coeficientes m y n de la segunda ecuacion

que les permite obtener el divisor para el momento del ajuste.
Es justamente en este aspecto donde surge ahora el problema. Imaginemos que suponen que hubo
25 preguntas acertadas y 25 erréneas. Ello conduciria a un total de 75 — 25 = 50 puntos. Dado que la

puntuacién del enunciado es de 90, la diferencia es 90 — 50 = 40. Ahora, siguiendo el procedimiento
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que casi han mecanizado, buscardn el nimero por el que dividir 40 para obtener el ajuste. Casi siempre,
cuando llegamos a este punto, intentan hacer la diferencia entre 3 y 1, los coeficientes m y n. Este

proceder. No es correcto.

Desde mi punto de vista, el mayor enemigo del entrenamiento de heuristicos es justamente su aplicacién
mecdnica. Hay dos aspectos que pueden verse ahora si no se ha hecho antes. En primer lugar, han de
tomar conciencia de que el nimero que obtienen en las diferencias, en cada caso, (aqui seria 90 — 50 =
40), sean cuales sean los valores con los que prueben, es siempre un multiplo del cociente que tienen
que buscar (m-n), pues de otra manera no tendrian una divisién exacta; en segundo lugar, dado que
la segunda ecuacién ahora es 3x-y=90, el signo menos no ha de considerarse como resta, sino como
parte del coeficiente n, es decir, la ecuacion es, realmente 3x+(-1)y=90. Por tanto, m-n=3-(-1)=4. Esta
consideracién de los coeficientes, como nimeros con signo, tiene importantes implicaciones en el

aprendizaje significativo de los nimeros enteros.

Es el momento de lanzar un nuevo reto. ;Es posible enunciar un problema donde la primera ecuacién

sea de la forma x-y=a?, ;cambiard esto en algo el funcionamiento de nuestro heuristico?

ijimos al principio que le dariamos nombre al heuristico cuando ya supiéramos cémo era; quizas ha

Djj 1 led bre al h t doy 2 h

llegado el momento. Lo llamamos “ensayo-error controlado”. A diferencia del ensayo-error aleatorio
g 34 YA

o incluso sistemitico, que te lleva a la solucién a través de multiples pruebas, aqui nos basta una sola

prueba y el correspondiente ajuste reflexivo. Pero, volvamos al reto, probablemente el més complejo de

todo el proceso que llevamos descrito.

Un posible contexto es el de un ascensor de un bloque de viviendas que se ha averiado y repite una

secuencia de subidas y bajadas que no puede controlar el usuario, por ejemplo:

“El ascensor de mi bloque, que tiene 60 plantas, se ha vuelto loco. Esta marniana lo tomé en la planta
baja y tras subir un niimero de pisos que no legué a contar, para bajar después otra cantidad de pisos,
me dejo en la planta 5%. Solo te puedo decir que, si hubiera realizado la misma subida 5 veces y la
misma bajada 3 veces, me habria dejado en la planta 39. 3 Me puedes decir el niimero de pisos que sube

y baja en su averia?”
La estructura algebraica de este problema es el siguiente sistema de ecuaciones:

x-y=5
5x-3y=39

Conviene hacer explicito que, desde nuestra perspectiva, el conocimiento de los maestros ha de ir

mis alld del conocimiento que movilizard en sus estudiantes; por ello, exigir a los futuros maestros
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el conocimiento de las herramientas algebraicas que les permitan comprender la estructura de los
problemas y el funcionamiento de los heuristicos, no estd refiido con la exigencia, también, de que
su resolucién se aborde, como lo hemos estado haciendo hasta ahora, con herramientas al alcance de
los nifios de Educacion Primaria. Asi que, resolvamos el problema anterior, como hemos hecho hasta

ahora y comprobemos qué supone el cambio que se ha introducido.

Tomamos, para ello, dos ntimeros enteros, cuya diferencia sea 5, por ejemplo 9 y 4. Imponemos la condicién

de la segunda ecuacién, con lo que tenemos que 5x9-3x4=33; nos hemos “quedado cortos”en 39 - 33 = 6.
Ahora toca interpretar qué significa, en este caso, “quedarse corto”.

En los casos anteriores, por ejemplo, en el problema de las gallinas y conejos, suponia transformar
gallinas en conejos, de forma que cada transformaciéon me permitia “ajustar” dos patas; o en el ejemplo

de los comensales, transformar mesas de 5 en mesas de 9, “ajustando”, cada vez, 4 comensales.

En los casos anteriores esto habia que hacerlo manteniendo fijo el valor de x + y, es decir, una vez
obtenido el nimero de “ajustes”, se realizaba un incremento en el valor de x, que implicaba una
disminucién en el valor de y (o viceversa). Ahora hemos de dejar constante el valor de x -y, eso significa
que el valor de ajuste que obtengamos ha de sumarse (o restarse, en caso de “pasarse”) a minuendo y
sustraendo. Esta es la esencia del cambio de estructura de la primera ecuacién y ello implica que el
valor que hasta ahora se obtenfa dividiendo la “desviacién” (en este caso 6), entre m — n, ahora ha de
hacerse entre m+n; y es precisamente el valor que nos lleva a 3 (6:2), es decir, debemos incrementar en

3 tanto el nimero de subidas como el de bajadas, obteniendo como solucién x=9+3;y=4+3.

Como hemos podido ir comprobando, el proceso de transformacién y elaboracién de nuevos enunciados
que van modificando, datos, contexto o estructura en relacién con el primero de los enunciados, nos va
aportando una comprensién cada vez mds profunda de la estructura comun a todos los problemas y del

funcionamiento y adaptacion del heuristico, cuyo uso, en ningtin momento se hace de forma mecinica.

Si recapitulamos, nuestro heuristico nos ha permitido plantear y resolver problemas cuya estructura

algebraica es de la forma:

Xty=a
mx#ny=b

Con a,b,m y n nimeros enteros (hasta ahora, distintos de cero). Es fécil generalizar a nimeros racionales.

Llegados a este punto, les pregunto a mis alumnos (futuros maestros) si el siguiente problema estd

incluido en la familia de problemas que acabamos de resolver:

Instituto de Ciencia, Tecnologia e Innovacién (ICTI) 221




La resolucién de problemas en la formacion inicial del profesorado de Primaria:
Luis Carlos Contreras Gonzilez una experiencia de aula, pdg. 208-227

“El abuelo de Jorge tiene § veces mds atios que Jorge y la diferencia de edades el 49, ;qué edad tiene

cada uno?
Su estructura es:

x-y=49
x=8y (8y-x=0)

Por tanto, es de la forma sefialada en el dltimo sistema genérico, aunque su resolucién requiere
un poco de atencién acerca de un aspecto que se ha podido pasar por alto en la reflexion

inmediatamente anterior.

En la resolucién del ultimo problema enunciado, la diferencia obtenida en el “ajuste” era siempre
positiva, pues elegiamos como minuendo el nimero mayor, tanto si nos “quedibamos cortos”, como si
nos “pasdbamos”. Pero veamos ahora qué puede ocurrir. Imaginemos que tomamos como candidatos
x=50;y=1, que cumplen la primera ecuacién. Si analizamos el cumplimiento de la segunda, tenemos
8y-x=8-50= -42. Esto puede provocar conflicto entre los estudiantes. Ademds, ahora m+n (como
corresponderia a este esquema, de resta en las dos ecuaciones), toma el valor de 9, cuando sabemos que

los ajustes habran de hacerse en médulos de 7. Veamos por qué.

Si asignamos el simbolo ® a la edad de Jorge, la edad del abuelo vendria representada por
RRIVQ RRRR; por tanto, la diferencia entre las edades seria @RQR XXX X. Dado que
esa diferencia es 49, el valor de @ ha de ser 7. Esto justifica nuestra afirmacién anterior, pero,
ademds, nos devuelve al registro grifico como punto de partida de la reelaboracién del heuristico,

cuando es necesario.

Con lo anterior, tomamos conciencia de que, en este caso, volvemos a m-n como valor del divisor para
el ajuste, pero ;qué hacemos con el resultado negativo de 8y-x?, pues en este caso, esa diferencia (con
los valores que hemos tomado para x e ) es 8-50=-42. Basta considerar que 8y-x=0 es equivalente a
x-8y=0. Por tanto, nuestro ajuste lo haremos con el cociente (6), resultado de dividir 42:7. Seis afios

que hemos de detraer de la edad supuesta del abuelo, y afiadir a la edad supuesta de Jorge.
Coda

Elandlisis con los futuros profesores, para comprender las caracteristicas que han de tener los enunciados
de problemas susceptibles de ser resueltos con el heuristico que hemos denominado “ensayo-error
controlado”, podria ir incluso un poco mas alld. Podriamos, usando alguna herramienta de geometria
dindmica, como Geogebra, analizar el significado del ajuste que realizamos, al considerar todos estos

sistemas de ecuaciones como pares de rectas que se cortan, en los que la solucién es encontrar el punto
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de corte. No abundaremos en este aspecto en este articulo, pero si aprovecharemos la oportunidad para
reflexionar acerca de la diferencia entre el conocimiento del profesor y el conocimiento que éste ha de

desarrollar en sus estudiantes.

Argumentibamos en el segundo epigrafe de este articulo que, para que los maestros planteen y
resuelvan problemas en su clase de Educacién Primaria, en el sentido que hemos dejado traslucir en
este trabajo, era preciso que su formacién incidiera de forma explicita en este aspecto, concediendo una
oportunidad de entender y hacer la matemidtica de forma diferente a como ellos la habian aprendido.
Hay ideas desarrolladas en este trabajo, para trabajar con futuros maestros, que pueden tener su
traslacién inmediata al aula de Educacién Primaria. El desarrollo de estrategias de resolucién de
problemas, como la que se ha desarrollado en el dltimo epigrafe, o animar a los estudiantes en la
busqueda de diferentes enunciados en los que se modifiquen datos o contexto deberia formar del
trabajo de los nifios; es una forma de potenciar su creatividad, de ver la importancia de los procesos
frente a los resultados, de inmiscuirlos en actividades matemdticas auténticas (Singer ez al., 2011) y
desarrollar sus competencias matemadticas, entendidas como logros integradores de la comprensién
conceptual, la fluidez procedimental, la adquisicién de estrategias, el razonamiento adaptativo y la
capacidad productiva (Boavida, Delgado, Mendes y Brocardo, 2018). El futuro maestro debe ir mas
alla. Debe tener la oportunidad de reflexionar acerca de los elementos de variacién que hemos ido
considerando en el epigrafe anterior, de las dificultades que cada tipo de enunciado o resolucién puede
tener para sus alumnos, de la forma de elegir la estructura para hacer transparente, en cada momento,
una dimensién de variacién frente a otras, de organizar la secuencia de resolucién y enunciado de las
variantes de un mismo problema atendiendo a la dimensién de variaciéon que desea desarrollar en ese
momento. Debe reflexionar, ademds, de los diferentes registros de representacién que pueden ayudar
a superar las dificultades que los estudiantes encontrardn en el proceso de comprensién, planificacion,
ejecucion y andlisis de la solucion de un problema y debe tener los conocimientos de los fundamentos

matemadticos inmersos en el heuristico que estd tratando que aprendan sus alumnos.

La experiencia que se ha detallado en el apartado anterior se corresponde con el desarrollo de un
heuristico, el que hemos denominado “ensayo-error controlado”, pero de la misma forma trabajamos
otros heuristicos con los futuros maestros a lo largo de la asignatura descrita. Trabajar marcha atris,
identificar submetas (dividir un problema en partes o resolver uno mis sencillo), buscar patrones,
generalizar, aprender a considerar toda la informacién (donde puede incluirse mirar desde otro
punto de vista), como heuristicos més propios de la fase de planificacién, junto con utilizar diferentes
registros de representacién u organizar la informacién (por ejemplo, en forma de una tabla), mas
frecuentes en la fase de comprensién. En esta asignatura, el desarrollo de la capacidad de plantear y
resolver problemas, el andlisis de su papel transversal en el curriculo de Primaria y su relacién con la
adquisicién de las competencias matemdticas, muestra un enfoque de “aprender y aprender a ensefiar
a plantear y resolver problemas”. En las otras asignaturas tres que completan la formacién de maestros

de educacién primaria en la Universidad de Huelva, se complementa esa opcién con “aprender y
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aprender a ensefiar resolviendo problemas”, donde no se pierden de vista los diferentes bloques de

contenido de las matematicas de la Educacién Primaria.
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