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Resumen

Here we study how our universe starts in the big bang and then evolves into an open universe,
closed, or flat depending on the constant curvature K, the cosmological constant A, this
constant should fulfill the role of repulsive force and the Hubble constant [5, [6]. The theory
of general relativity seems to represent the only consistent way to address the problem of
cosmology. Due to the Cosmological principle, we assume the universe is homogeneous and
isotropic, we assume, in addition, we can characterize its contents like a perfect fluid, so that
at scales large enough (greater than the distance furnishing between galaxies) we have defined
a density p and pressure p. The equation of state p = p(p) determines the type of fluid.
The universe can be composed of different fluids p = p1 + p2 + ..., each one with different
equations of state [3].

Keywords: Big Bang theory, curvature constant, cosmological constant, redShift, ge-
neral relativity, cosmological principle

Aqui estudiaremos como nuestro universo comienza en el big bang y luego evoluciona
hacia un universo abierto, cerrado, o plano dependiendo de la costante de curvatura
K, de la constante cosmoldgica A, que cumple con el papel de fuerza igual y opuesta a
la fuerza gravitatoria, y de la constante de Hubble Hy[d, [6]. La teoria General de la
Relatividad parece representar la unica forma consistente de abordar el problema de la
cosmologia. Debido al principio cosmolégico, asumimos que el universo es homogéneo
e 1isotropo, vamos a suponer, ademds, que podemos caracterizar su contenido como st
fuera un fluido perfecto, de manera que a escalas suficientemente grandes (mayores
que la distancia tipica entre galaxias) tenemos definida una densidad p y presién p. La
ecuacion de estado p = p(p) determina el tipo de fluido. El universo puede estar com-
puesto de diferentes fluidos p = p1 + p2 + ..., cada uno con diferentes ecuaciones de estado [J].

Keywords: Teoria del Big Bang, constante de curvatura, constante cosmoldgica, co-
rrimiento hacia el rojo, teoria general de la relatividad, principio cosmoldgico

I. CLASIFICACION DEL UNIVERSO

FRW 2
ds? =dt® — az(t)LQ
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[\ L universo Friedmann-Robertson-Walker Za2(8) (r2 (d6? 20442 1
4 (FRW) est4 descrito por la métrica a”(t) (7' ( + sen“0d¢ )) , (D)

donde & es la curvatura del universo, y tiene
valores de —1,0, 1 dependiendo si el universo
es abierto, plano, o cerrado, respectivamente,
ver Figura [1} a(t) es el factor de escala.
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Figura 1: universo abierto, plano y cerrado

El factor de escala a(t) se determina a través
de las ecuaciones de campo de Einstein.

&G

1
Rap — iRgab = CTTabv (2)

donde T, es el tensor de Energia-Momento El
Para un fluido perfecto:

Tap = (p+p) uatis — PYab (3)
donde u, = J%, es el cuadrivector velocidad del
fluido [T}, 2} [7].

Al resolver las ecuaciones [2] y [3] obtenemos la
ecuacion de Friedmann,
81G K
UL 4

3 P (4)
y de la conservacién del tensor Energia-Momento,
VT = 0, obtenemos la ecuacién [2]

H? =
a?

p+3H (p+p)=0 (5)
donde
="
a

De [4 y [5] observamos que tenemos tres para-
metros desconocidos a, p y p pero solamente
dos ecuaciones independientes, entonces para
cerrar el sistema necesitamos otra ecuacion,
generalmente estd dada por la ecuacion de es-
tado:

p=uwp (6)

donde w es una constante real arbitraria.

1T, significa el flujo de p® a través de la superficie

xP = constante
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De las componentes espaciales de las ecuacio-
nes de Einstein y de [] podemos obtener la
ecuacion

Y (7)

introduciendo [6] en [5] nos d4 la solucién;

3(1+w
p=po (L) 0
a
donde pg es la densidad de energia cuando
a = ag y asumimos que po > 0 [2] [4, [6].
El caso de materia (sin presién) corresponde
a w = 0, mientras que el caso de presion de
radiaciéon w =1/3. Elcasow =—1o0op= —p
corresponde a la constane cosmologica E|[2, 3.

II. MATERIA RELATIVISTA

La ecuacién para la época dominada por la
radiacién es

1
== 9
p=3p (9)
que es la ecuacién de estado para un gas de
particulas relativista. Sustituyendo esta ecua-

cién en Bl obtenemos:

p+ 4p% =0 (10)
de donde
p a
- = —4- 11
£ =, (11)
entonces
_ (0!
P =po ( . ) (12)

En el caso de energia (o materia) relativista
p = E/c% la densidad de energia (por ejemplo
de radiacion, p,) sufre una dilucién en un fac-
tor a adicional debido a que la onda asociada
también se expande (redshift cosmoldgico). En
el caso de la densidad de energia de radiacién:

4
pa(t) = py (t0) (<2)
Debido a la expansion, el ntimero de fotones
disminuye con el volumen a3 y ademés, cada
fotén pierde un factor a~! de energfa debido
al redshift cosmolégico. Esto nos lleva a que el
universo primitivo era mas denso y debia estar

dominado por radiacion [2] 3].

2En todo esto tomamos ¢ = 1 (velocidad de la luz)
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III. MATERIA NO RELATIVISTA

Esta es la época actual, en que la mayor parte
de la energia estd en la masa de las particulas
nucleares. Para esta época, la presién es muy
pequena y la ecuacion de estado es entonces

p=20 (13)
Substituyendo en la ecuacion 5
p+ SpZ =0 (14)
de donde
p a
- =—-3- 15
p " (15)
entonces
ap ) 3
= — 16
p=po (= (16)

nos dice que la densidad de materia disminuye
con el volumen a medida que el universo se
expande, de manera que la cantidad total de
masa se conserva [2, [3].

IV. ACELERACION COSMICA

Consideremos en caso general p(a) = ppa™?
(para vy =4 en (12) y v = 3 en[L6)):

N
@
(a) 3 a?

derivando con respecto a t, tenemos la acelera-

_ 8nGppa™ K

(17)

cién cosmica:

—(v-2) Lip(a) :
independientemente del valor de la curvatura
k. La interpretacion es clara: la expansion de-
be ser desacelerada, puesto que la densidad
disminuye con la expansion: v > 3. Se define
el parametro de desaceleracién como menos la
acelaracion en unidades adimencionales:

- (18)

aa 1

y se denomina gg a su valor hoy en dfa [2] [3] [6].

(19)
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V. ENERGIA OSCURA

La utilizacién de las supernovas tipo Ia (SNla)
como candelas estandares, parece indicar que
la expansiéon del universo es acelerada. Esto
se puede conseguir de la ecuacion [I8]si v < 2.
Estos valores de « no corresponden a ningun
tipo de materia o energia ordinaria, por lo
que se denomina energia oscura. La constan-
te cosmolégica, A, introducida por Einstein
en sus ecuaciones de la relatividad para evi-
tar la expansion del universo, corresponderia
aqui a un término con v = 0, es decir a una
densidad de energia que se mantiene constante
pla) = pp = A/8mG, a pesar de la expansion
del universo. Esto es justamente lo que uno
esperaria si el vacio tuviera energia(y por tan-
to gravitara). La expansion del espacio crea
vacio, si este tiene energia (por ejemplo debido
a las fluctuaciones cuénticas del vacio) p se
hace constante. Por méas pequefio que sea el
valor de pp este siempre termina dominando
p. Consideremos las diferentes contribuciones

a p:

3 4
P=Pm (%)) + 0y (%) +on, (20)
donde los valores py, y py corresponden al va-
lor hoy en dfa (ag = 1). En el pasado (a — 0),
vemos que p estard dominado por la radiacién,
p, mientras que el futuro (a — o), pp do-
mina. Si la interpretacion de las observaciones
de la SNIa es correcta, el valor de pp es tal
que domina sobre el valor actual de p,,. Un
universo plano y sin constante cosmoldgica se
conoce como universo de Einstein-deSitter o

EdS [3].

VI. PARAMETROS COSMOLOGICOS

Vamos a reescribir la ecuacién de Hubble, para
ello vamos a considerar p [20] en [4 Podemos
introducir la siguiente notacién:

871G pm

_ Pm _
Om = = T3m2

Pe

que es el cociente entre el valor actual de la
densidad de materia y la densidad critica:

(21)

_ 3Hj

.= 22
pe= g o (22)
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De igual manera podemos definir los parame-
tros de curvatura y densidad de vacio (o cons-
tante cosmoldgica):

Py
Q, =, 23
(halrs (23)
K
Q,ﬁzf—Hg, (24)
A
O\ = —= 25

Con todo ello reescribimos el parametro de
Hubble como funcién de a [3| [6]:

w2 (0 (7))
+ HE (Q7 (%))4 + Qﬁa% + QA> .
(26)

donde Hy = 71Km/s/Mpc [5]

VII. ALGUNAS SOLUCIONES PARA

A(T)

Podemos integrar la ecuaciéon de Friedmann
en su forma mas general, teniendo en cuenta
que a/a = da/dt/a = H(a), de forma que
dt = da/a/H(a),

=], it

donde los limites de integracién van desde el
inicio (t = 0 y a = 0) hasta un tiempo t
que asignamos a un factor de escala a. Lo que
queremos es encontrar la funcién a = a(t).

Sustituyendo [26] en

(27)

Hyt
da

RN T
(28)

La solucién a tiempos pequenos a — 0 es la
de un universo dominado por radiacién con

Qp=0A=0yQ,=48x10"°

a(t) = apy/2tHo\/ Q)

ver Figura [2| [2, [3].

(29)

K
— 4+ Q0
a2+ A
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Con Oy = 48x107° , Qp =0y Q, =
:Fl/Hg, donde x = +1, un universo cerrado o
abierto.

Hot = (30)

/“ da
" afon () rog

cuya solucion es:

a

" \/ (H0t0n+\/§a%)2—07a61 o

Ver Figura 2] [2, [3].

Para un universo dominado por radiacién con
constante cosmolégica Qp = 0.73, ver Figura
En estas soluciones, debido a que las unidades
de Hyp son Km/s/Mpec,t = 1 equivale a 9.78 x
10! afios, o sea que debemos multiplicar ¢ por
9.78 x 10! afios [5].

Para un universo dominado por la materia
(p = 0) necesitamos utilizar la ecuacién [7] con
p = 0, que es mas facil de resolver, la ecuacion
20]sin el término p, y obtenemos:

()

introduciendo los parametros adimencionales:

(32)

a
Y = — 33
- (33)
con Yp =1
X = Hot (34)
con Xg = 0.
Por ejemplo, X = 2.46 significa 3.40 x 1010
anos en el futuro, mientras que X = —0.46

corresponde a un evento ocurrido hace 6.34 x
107 afios.

Se puede demostrar con 33|y [34] que Yy = 1,
donde Y =Y (X).

Con (con ¢ = qo para valores actuales),

(con pm = po para valores actuales), y
[34] se puede llegar a la siguiente expresién

O
2Y2

que es una ecuacion bastante simple. otra ven-
taja es el hecho que la constante de Hubble

V" = + QY (35)
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Figura 2: Universo dominado por radiacion

ha desaparesido de la ecuacion, lo cual la hace
independiente de su valor exacto.
Necesitamos resolver 35 con métodos numéri-
cos. El calculo en si tiene dos partes. Primero
comenzamos de Xy = 0 con la condicién inicial
Yo =1y Yy =1, el futuro lo analizamos con
pasos de tiempo DX positivos, mientras que
el pasado lo analizamos con pasos de tiempo
negativos. Analizamos el pasado y el futuro de
las mismas condiciones iniciales, una pequena
trancisiéon en X = 0 se garantiza. LLamemos
a la derivada de Y simplemente Z = Y’. En
este caso Z se puede considerar como la veloci-
dad de expancién del universo. La ecuacion de
segundo orden se transforma entonces en un
sistema de dos ecuaciones de primer orden que
se puede resolver ficilmente. Comenzando de
un punto (X;,Y;), el siguiente punto ¢ + 1 se
analiza como sigue:

Primero

Yii12 = Yi+05DXZ; (37)

Q)
Ziv1/0 = Z; +0.5DX (QAYi - 2;;) (38)
A

luego

Xiv1 =X;+ DX (39)

Yisr1 =Yi+ DXZ; 10 (40)
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m

2Y2

Ziyr = 2Z;+ DX (—
i+1/2

+ QAYi+1/2>

(41)
comenzando de Xg =0, Yy =1y Zg = 1.
El paso de tiempo que utilizamos aqui es 0.02
o -0.02.
Para saber el tipo de curvatura hacemos

K = signo (Qm + Qp — 1)

Si esta cantidad es cero, positiva, o negativa,
Kk serd igual a 0,+1, 0 —1 [5]

¥

sE B

Figura 4: universo abierto con Qp = 0, Qm
0.7

VIII. UNIVERSO PrLANO Y £ =0

(Porqué en relatividad general (RG) el caso
FE = 0 corresponde a un universo plano? De
acuerdo con el principio de equivalencia pode-
mos expresar los efectos de la gravedad como



REVISTA DE LA ESCUELA DE FISICA, UNAH e Diciembre 2013 o Vol. I, No. 1

5 B

1ty el gt pesieeg geam ghepeq pogmel e e

L e yege] gt geelier g ieeps pogesl ey e

1 2 3 4 3

Plano con OQp =0y O, =1

1 2 3 4 ]

Cerrado con Qp =0y O, =2

Figura 3: Universo dominado por materia
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Figura 5: Universo dominado por materia

transformaciones geométricas, de manera que
ambas descripciones son equivalentes. La pre-
sencia de materia se traduce en una curvatura
del espacio. Cualquier forma de energia gravita
y por tanto deforma la geometria del espacio y
crea curvatura.

Para conseguir un espacio plano k = 0 ne-
cesitamos por tanto que la energia total sea
E = 0. Dado que sabemos que existe materia y
radiacion en el universo, ; Cémo es posible que
E = 07. La forma de conseguirlo es compen-
sando exactamente esta energia gravitatoria
(negativa) con la energia cinética debida a la
expansiéon cosmica [ﬂ En cierto sentido, se pue-
de pensar que la expansiéon cosmica es una
consecuencia necesaria para poder tener un
universo plano con materia.

3Considerar el papel que juega aqui la energfa debi-
da a la masa de las particulas
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IX. POTENCIAL COSMOLOGICO

De la conservacién de la energia cinética y po-
tencial en mecdanica clasica, podemos aplicarla
al estudio de algunos modelos cosmoldgicos del
universo. En mecéanica clasica tenemos, que
para una particula de masa m que se mueve
en un potencial V(z)

1
§mj:2 +V(z)=F

donde & = dz/dt y E es la energia total del
sistema, que se conserva sin alguna fuerza ex-
terna.

(42)

Para la ecuacién anterior, con m =1, £ =0,
z(t) = a(t), tenemos

1
§a2 +V(a) =0

sustituyendo esto en [26] encontramos que

(43)
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+ (Qx + Qpa?)

Derivando [3] con respecto al tiempo encontra-
mos que [4]

dV (a)
da
Por ejemplo, para un universo dominado por

la radiacion,

(45)

1 o 4
.. 2 aé
a = _H(]erﬁ (47)

De la ecuacién [47] y la Figura [6] que muestra el
potencial para este caso, se ve que la acelera-
cién es negativa e igual a cero cuando a — oo,
esto significa que el universo se esta desacele-
rando.

Para un universo dominado por la radiacién
con constante cosmoldgica,

1 ak
Via) = —ng <an3 - QAa2> (48)
2 aé 2
a= _HOQ’YE + H()QACL (49)

EL universo se desacelera hasta una cantidad
4/ 22y

~ 0.09, y luego comienza a ace-

[6).

X. CONCLUSIONES

a = ag

lerar [4, [5].

—~

Ver Figura

Hemos estudiado sisteméaticamente las solu-
ciones del universo de Friedmann-Robertson-
Walker (FRW) con la constante cosmolégica y
un fluido perfecto que tiene como ecuacién de
estado p = wp, donde p y p denotan, respecti-
vamente, la presion y la densidad de energia
del fluido y w es una constante real arbitraria.

Hemos estudiado la métrica de Friedmann-
Robertson-Walker (FRW), el tensor de energia-
momento y las ecuaciones de campo de Eins-
tein sin dar demostraciones de como se deri-
van, pero si resolviendolas para encontrar las
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diferentes soluciones del factor de escala que
vendria a ser el tamano del universo.

Se ha reescrito el parametro de Hubble en
funcién de parametros adimensionales que re-
presentan las diferentes eras del universo, pri-
meramente la era dominada por la radiacion,
luego la era dominada por la materia y la era
dominada por la constante cosmoldgica. En el
caso del universo dominado por la materia he-
mos utilisado la ecuacion [7] por ser més facil de
resolver e introduciendo parametros adimensio-
nales resultando una ecuacién independiente
de la constante de Hubble.

Escribiendo el movimiento del universo en la
forma hemos sido capaces de clasificar al-
gunas soluciones para el potencial cosmolégico
haciendo m = 0, por conveniencia, y E = 0,
simplemente estudiando el conocimiento del
movimiento unidimensional en mecéanica clasi-
ca.

Las soluciones tratadas aqui se pueden ver en
las diferentes figuras. Algunos casos particula-
res ya han sido discutidos en varios textos.
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