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Resumen

Se pretende detallar la teoŕıa fundamental de la f́ısica estad́ıstica clásica, desde la idea
del por que es necesario estas herramientas matemáticas para entender acerca de la dinámica
de gases diluidos, se demuestra de manera alternativa el teorema de Liouville, lo cual nos
es importante para poder definir la distribución de probabilidad (ensamble), para después
encontrar la ecuación de Boltzmann, tomando en cuenta los encuentros moleculares, la cual
nos da las soluciones acerca de los parámetros, al saber, transporte de momento, transporte
de masa y transporte de enerǵıa en conjunto con el teorema de Gibbs.

I. Conceptos básicos de
Mecánica Estad́ıstica

La mecánica estad́ıstica es una parte de
las ciencias f́ısicas que se encarga de de-
terminar el comportamiento de un siste-

ma que está constituido por muchas part́ıculas.
Trata de predecir el estado dinámico y termo-
dinámico de un sistema macroscópico toman-
do solo en consideración el estado dinámico
promedio de las part́ıculas microscópicas. De
esta manera la mecánica estad́ıstica se apoya
en procesos estocásticos y mecánicos para su
propósito[4][5][6].
La justificación de utilizar esta disciplina es
la dificultad en darle solución a un sistema
de part́ıculas, tomemos en cuenta la hipótesis
molecular 1; solo en un mol de una sustan-
cia existen ∼ 1023 de estas part́ıculas. Ahora
imaginémonos que queremos encontrar el esta-
do dinámico del sistema constituido por esas
part́ıculas, según la mecánica de Newton, el
movimiento de cada part́ıcula está determinado
por

dp
dt

= F (1)

por lo tanto necesitaŕıamos ∼ 1023 ecuaciones
diferenciales para determinar el estado en el
que se encuentra el sistema, las cuales están

1La idea en que la materia esta constituida por
part́ıculas muy pequeñas llamadas moléculas o átomos

acopladas entre śı, y aun mas dif́ıcil seria el
introducir las condiciones iniciales (seŕıa impo-
sible) para encontrar la solución [5].
La mecánica estad́ıstica se construye en ba-
se al espacio fase o fásico, este es un espacio
2N − dimensional, con N = ls, donde l es el
número de part́ıculas constituyentes del siste-
ma, las cuales tienen s grados de libertad, en
el cual un punto en este espacio representa el
estado mecánico del sistema en un instante de
tiempo dado t [5][8].
Veamos cómo es esto.

I. Teorema de Liouville
Supongamos un sistema constituido por l par-
ticulas en el espacio tridimensional, las cuales
tienen s grados de libertad, denotemos con un
sub́ındice i a la i−ésima particula. Supongamos
que cada una de estas part́ıculas está represen-
tada por su vector de posición, y denotemos
por ri este vector de posición, de la misma ma-
nera denotemos por el vector vi la velocidad
de la part́ıcula, según un sistema de referencia.
Entonces el estado mecánico de la part́ıcula i
es (ri, vi) o (ri, pi), donde pi es la cantidad
de movimiento lineal de la part́ıcula igual a
mvi, donde m es la masa de la part́ıcula 2 [8]
[3] [1] [6].

2Suponemos que todas las part́ıculas tienen igual
masa
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En general, cada part́ıcula está sometida a fuer-
zas externas que dan como resultado el vector
Fi de fuerza en la posición de la part́ıcula i en
un tiempo t, además las part́ıculas interactúan
unas con otras, estas interacciones que conside-
ramos dual es de la forma Fij (la fuerza entre
la part́ıcula i debido a la part́ıcula j)[5].
Vamos a suponer que las fuerzas que actúan
sobre la part́ıcula i solo dependen de la posi-
ción en la cual se encuentra la part́ıcula. Según
la mecánica generalizada el movimiento del sis-
tema que está constituido de l part́ıculas esta
determinada por las ecuaciones de Hamilton,
de la siguiente forma [4]:

q̇j =
∂H

∂pj
(2)

ṗj = −
∂H

∂qj
(3)

Con j = 1, 2, 3, ...,N , donde qj representa las
posiciones generalizadas, pj representa los mo-
mentos conjugados y H = H(qj , pj) 3 es la
Hamiltoneana.
En este caso denotaremos un punto de la forma
(qj , pj) el cual representa el estado mecánico en
un espacio 2N − dimensional conocido como
espacio Γ, hay que notar que

(qj , pj) = (q1, q2, . . . , qN , p1, p2, . . . , pN ) (4)

Ahora consideremos un elemento de volumen
en el espacio Γ en un tiempo especifico t

δV = δq1δq2...δqNδp1δp2...δpN (5)

y definamos la densidad de puntos en este es-
pacio como

D =
δN

δV
(6)

Donde δN = DδV , es el número de puntos
dentro del volumen elemental δV . Nos interesa
encontrar la variación con respecto al tiempo
del número de puntos dentro del volumen ele-
mental. Si consideramos un estado espećıfico
qj y pj , el número de puntos variará si existen
flujos (denotados por I) de puntos saliendo y

3En general la Hamiltoneana depende tambien del
tiempo

entrando de una superficie que tiene como di-
rección la axisa qj o pj a través de un elemento
de superficie δaq o δap, respectivamente, dados
como

δaq =δq1δq2 . . . δqj−1δqj+1 . . .

δqNδp1δp2 . . . δpN (7)
δap =δq1δq2 . . . δqNδp1δp2 . . .

δpj−1δpj+1 . . . δpN (8)

Por lo tanto la variación del número de puntos
será igual a la cantidad de puntos que entran
al elemento de volumen menos la cantidad de
puntos que salen del elemento de volumen, a
través de las caras qj y qj + δqj como las pj y
pj + δpj , esto es

∂(δN)

∂t
= Iin − Iout (9)

donde

Iin = Iin−q + Iin−p (10)
Iout = Iout−q + Iout−p (11)

sustituyendo las ecuaciones 10 y 11 en 9, tene-
mos

∂(δN)

∂t
= (Iin−q + Iin−p)− (Iout−q + Iout−p)

= (Iin−q − Iout−q) + (Iin−p − Iout−p)
∂(δN)

∂t
= δIq + δIp (12)

calculemos uno de ellos; es fácil encontrar que

Iout−q =D(q1, q2, . . . , qj + δqj , . . . , qN , p1,
p2, . . . , pN )q̇j(q1, q2, . . . , qj + δqj ,
. . . , qN , p1, p2, . . . , pN )δaq

=δ (Dq̇j) δaq (13)
Iin−q =D(q1, q2, . . . , qj , . . . , qN , p1, p2, . . . ,

pN )q̇j(q1, q2, . . . , qj , . . . , qN , p1, p2,
= . . . , pN )δaqDq̇jδaq (14)

Donde D y q̇j están evaluadas en las caras
correspondientes, entonces

δIq = Iin−q − Iout−q
= −[δ (Dq̇j)−Dq̇j ]δaq (15)
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si dividimos y multiplicamos por δqj y hacemos
que δqj → 0 tenemos que

δIq = − ĺım
δqj→0

[δ (Dq̇j)−Dq̇j ] δqjδaq
δqj

= − ĺım
δqj→0

[
δ (Dq̇j)−Dq̇j

δqj

]
δV

= −
∂(Dq̇j)

∂qj
δV

δIq = −
(
D
∂q̇j
∂qj

+ q̇j
∂D

∂qj

)
δV (16)

análogamente podemos encontrar

δIp = Iin−p − Iout−p

δIp = −
(
D
∂ṗj
∂pj

+ ṗj
∂D

∂pj

)
δV (17)

ahora sustituyendo las ecuaciones 16 y 17 en
la ecuacion 12, tenemos

∂(δN)

∂t
=Iin − Iout = δIq + δIp

=−
(
D
∂q̇j
∂qj

+ q̇j
∂D

∂qj

)
δV

−
(
D
∂ṗj
∂pj

+ ṗj
∂D

∂pj

)
δV

por las ecuaciones 2, 3 y factorizando δV , te-
nemos que

∂(δN)

∂t
=−

[
D

∂

∂qj

(
∂H

∂pj

)
+
∂H

∂pj

∂D

∂qj

]
δV

−
[
D

∂

∂pj

(
∂H

∂qj

)
− ∂H

∂qj

∂D

∂pj

]
δV

=−
[
∂D

∂qj

∂H

∂pj
− ∂D

∂pj

∂H

∂qj

]
δV

=− [D,H ]δV (18)

dado que δV es un invariante de Poincaré bajo
una transformación canónica podemos escribir
la ecuación anterior como

1
δV

∂(δN)

∂t
=
∂(δN/δV )

∂t
=
∂D

∂t
= −[D,H ]

por lo tanto

dD

dt
=
∂D

∂t
+ [D,H ] = 0 (19)

esto indica que la variación de la densidad de
puntos en el espacio Γ no vaŕıa en el tiempo,
esta propiedad de incompresibilidad de un con-
junto de puntos en el espacio Γ, fue enunciado
por primera vez por Liouville y se conoce co-
mo el Teorema de Liouville[2][4].
Desde ahora denotaremos por δqjδpj a un ele-
mento de volumen δV en el espacio Γ, estos
tipos de volúmenes abstractos los estaremos uti-
lizando constantemente de aqúı en adelante[4].

II. Ensamble y ecuación de Boltzmann
sin encuentros moleculares
Es importante en este punto definir un concep-
to referente al estudio de la mecánica estad́ısti-
ca, el cual se conoce como ensamble y definir
otra herramienta matemática que se conoce
como espacio µ[8][4].
Definamos primero el espacio µ. Supongamos
que estamos estudiando N particulas, donde
el estado dinámico de cada part́ıcula esta de-
terminado por (qi, pi)4 donde el sub́ındice i
representa la i−ésima particula, es fácil dar-
se cuenta que este objeto esta en un espacio
6−dimensional (tres posiciones y tres momen-
tos), a este espacio se le conoce como espacio
µ. Podemos notar, haciendo una comparación
con el espacio Γ, que N puntos en el espacio
µ equivale a un punto en el espacio Γ. Mas
adelante utilizaremos el espacio µ para deter-
minar la distribución de probabilidad de una
part́ıcula, que simplemente nos habla de todos
los estados dinámicos de dicha part́ıcula[5][8].
Ahora definamos lo que conocemos como en-
samble, este concepto queda mejor determina-
do diciendo lo que hace, esto es: un ensamble
es la medida de un conjunto de muchas repli-
cas de un mismo sistema que son idénticos en
todos los aspectos aparte de estar en diferentes
estados en un instante de tiempo[8].
Supongamos que queremos saber acerca de
cuantas replicas existen en un sistema, pode-
mos pensar que solamente podŕıamos contar las
part́ıculas que tienen el mismo estado dinámi-
co, pero, como lo discutimos en la introducción
de este caṕıtulo es imposible hacerlo, no po-
demos seguir el estado dinámico de todas las
part́ıculas, entonces debido a esta limitación
solo podemos definir lo que conocemos como

4Aqúı (qi, pi) = (x, y, z, px, py , pz), por ejemplo
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función de distribución de probabilidad, al sa-
ber, f(qj , pj , t).
Que se define como

f(qj , pj , t) = ĺım
δV→0

δN

δV
(20)

Si observamos la definición de f podemos notar
que representa la probabilidad por unidad de
volumen de encontrar una part́ıcula en cierto
estado dinámico, también hay que tener en
cuenta que cuando hablamos de un volumen
en el espacio Γ no es un volumen real, es un
volumen de puntos en dicho espacio.
Ahora podemos de esta manera contar las re-
plicas que suceden en un conjunto de puntos,
simplemente multiplicando f por un estado
dinámico especifico dqjdpj en todo el espacio
de configuración[2][4].
Por la definición anterior podemos ver que f
es una invariante[2][4][8] y que la variación en
el tiempo es igual a cero, esto es

df

dt
=
∂f

∂t
+

N∑
j

∂f

∂qj
q̇j +

∂f

∂pj
ṗj = 0 (21)

Esta ecuación se le conoce como la Ecuación
de Boltzmann sin colisiones, aqúı asumimos
que no existe interacción entre las part́ıculas
que constituyen el sistema.

III. La jerarqúıa de las ecuaciones
BBGKY
Para poder conocer el estado mecánico de todo
el sistema necesitamos resolver las N ecua-
ciones acopladas anteriores, lo cual, como lo
hemos estado comentando es imposible, lo que
ahora necesitamos es simplificar las cosas, su-
pongamos que queremos encontrar el posible
estado mecánico de solo una part́ıcula por uni-
dad de volumen, supongamos la part́ıcula 1,
esto es[8][5][3][1]

f1 =

∫
fdq2dq3, . . . , dqNdp2dp3, . . . , dpN

(22)
Esto representa la distribución de probabilidad
por unidad de volumen de encontrar la part́ıcu-
la en cualquier estado mecánico menos en el
estado mecánico 1, que es equivalente a encon-
trar la distribución de probabilidad por unidad

de volumen de encontrar las N − 1 part́ıculas
en el estado mecánico 1, podemos notar que
existen N de estas ecuaciones, pues se asu-
me que todas las part́ıculas son idénticas, por
lo tanto la densidad de probabilidad de tener
una distribución de N part́ıculas en un esta-
do mecánico especifico por unidad de volumen
es5:

f1N = N

∫
fdq2dq3, . . . , dqNdp2dp3, . . . , dpN

(23)
De la misma forma, podemos encontrar la dis-
tribución de probabilidad de tener una distribu-
ción de N part́ıculas en dos estados mecánicos
diferentes, esto es

f12N =N(N − 1)
∫
fdq3dq4, . . . ,

dqNdp3dp4, . . . , dpN (24)

Podemos generar de la misma forma ecuaciones
para i part́ıculas distribuidas i− 1 en estados
mecánicos diferentes, hasta encontrar la densi-
dad de probabilidad de tener una distribución
de N part́ıculas en N − 1 estados mecánicos
diferentes.

f123...N = N !
∫
fdqNdpN (25)

A esta jerarqúıa de ecuaciones se le conocen
como las ecuaciones BBGKY6.
Notemos que f1N posee la información de una
part́ıcula y la función f contiene la información
de las N part́ıculas. También

f1N
N

dq1dp1 =

dq1dp1

∫
fdq2dq3, . . . , dqNdp2dp3, . . . , dpN

(26)

Es la probabilidad de encontrar una part́ıcu-
la en el estado dq1dp1, observemos que esta
probabilidad esta en el espacio µ, y es mejor

5esto es debido al principio de probabilidad: si dos
eventos son independientes de ocurrir al mismo tiempo,
entonces la probabilidad de que ocurran simultanea-
mente es la suma de las probabilidades que ocurran
individualmente

6Denominada aśı en honor de Bogoliubov, Born,
Green Kirkwood e Yvon
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representada por dq1dp1.
Si las part́ıculas son idénticas entonces la pro-
babilidad de encontrar a las part́ıculas en el
estado dq1dp1 es el producto de la probabili-
dad de encontrar a cada part́ıcula en el estado
mecánico dq1dp1, esto es

N(
f1N
N

dq1dp1) = f1Ndq1dp1 (27)

Ahora integrando en las velocidades
dq1f1Ndp1, podemos notar que

ρ =

∫
f1Ndp1 (28)

Es la cantidad de masa por unidad de volumen
“real”, esto se le conoce comúnmente como
densidad y

n =

∫
f1Ndv1 (29)

Se conoce como la densidad numérica, que es
el número probable de part́ıculas por unidad
de volumen, con ρ = mn, donde m es la masa
de la part́ıcula.

IV. Ecuación de Boltzmann con en-
cuentros moleculares
Ahora daremos paso a considerar en la ecua-
ción de Boltzmann el hecho de que existen
encuentros de las part́ıculas dentro del gas, es-
to lo haremos considerando la función f en el
espacio µ. Entonces es obvio que[5][8][3][1][6][7]

df

dt
6= 0 (30)

Tomemos en consideración el objeto siguiente

df

dt
dqdp =

df

dt
dxdydzdpxdpydpz (31)

Observemos que dqdp representa cualquier es-
tado dinámico de cualquier part́ıcula, por lo
tanto el objeto anterior representa la variación
en el tiempo en el cual la part́ıcula cambia su
estado dinámico de uno a otro, ahora pensemos
como puede variar el estado dinámico.
Supongamos que una part́ıcula antes de un
encuentro posee una velocidad v y después del
encuentro adquiere una velocidad v′, es obvio
que el cambio de velocidad debido al encuentro

altera el estado dinámico de la part́ıcula, salien-
do del estado dinámico en consideración. De la
misma manera consideremos una part́ıcula que
posee una velocidad v′ antes de un encuentro y
velocidad v después del encuentro, por lo tanto
el estado dinámico de la part́ıcula de la misma
manera cambia, entrando al estado dinámico
en consideración, por lo tanto, la variación de
encontrar una part́ıcula en un estado dinámi-
co especifico es proporcional a la razón en la
cual las part́ıculas entran y salen del sistema
dinámico considerado, esto es

df

dt
dqdp = −Cout +Cin (32)

Donde Cout es la razón a cual las part́ıculas
salen del estado dinámico considerado debido
a un encuentro y Cin es la razón a cual las
part́ıculas entran al estado dinámico conside-
rado debido a un encuentro.
Antes de poder determinar Cout y Cin debe-
mos discutir algunos aspectos acerca de los
encuentros. Supongamos dos part́ıculas que an-
tes de un encuentro posee una velocidad v, v1
y después de la colisión v′ y v′1, las leyes de
conservación

mv+m1v1 = mv′ +m1v′1 (33)

1
2mv · v+

1
2m1v1 · v1

=
1
2mv′ · v′ + 1

2m1v′1 · v′1 (34)

Nos muestran que para poder encontrar las
velocidades v′ y v′1 después del choque, debe-
mos de encontrar dos ecuaciones mas, dado
que v′ y v′1 tienen tres componentes cada una
y solo tenemos cuatro ecuaciones. Si supone-
mos que la interacción de las dos part́ıculas
solo depende de las posiciones de las mismas
y es siempre radial entonces las part́ıculas se
moverán siempre en el mismo plano dado que
se puede comprobar que

dL
dt

= 0 (35)

Esta seŕıa la quinta ecuación, la sexta ecuación
la podemos deducir de la naturaleza de la in-
teracción que están sometidas las part́ıculas,
por ejemplo, si se da el parámetro de impacto
de un encuentro se puede calcular el ángulo
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de dispersión para cierto rango, con estas seis
condiciones podemos determinar las velocida-
des después del encuentro.
En este momento podemos introducir el con-
cepto de sección cruzada de dispersión que es
muy importante en mecánica estad́ıstica, la
sección cruzada de dispersión es un área hi-
potética probable a la cual las part́ıculas se
desv́ıan después de un encuentro.
Ahora, supongamos un chorro de part́ıculas
con velocidad v y densidad numérica n que se
encuentran con otro chorro de part́ıculas con
velocidades v1 y densidad numérica n1, una
part́ıcula en el primer chorro experimenta un
flujo I = |v− v1|n1 de part́ıculas del segundo
chorro, note que I representa la cantidad de
part́ıculas por unidad de área que cruzan una
sección transversal por unidad de tiempo, esta
sección transversal puede ser representada por
una superficie aparente que abarca un ángulo
solido dΩ, el producto de I · dΩ es entonces el
numero de part́ıculas que cruzan el ángulo soli-
do dΩ por unidad área por unidad de tiempo.
Es evidente que el número de encuentros por
unidad de volumen por unidad de tiempo entre
los dos grupos es proporcional a la cantidad de
part́ıculas por unidad de volumen del primer
chorro y proporcional a I · dΩ, siendo la cons-
tante de proporcionalidad la sección cruzada
de dispersión, esto es:

δη = σ(v, v1, v′, v′1)n|v− v1|n1 · dΩ (36)

Hay que notar que σ depende de las velocidades
de las part́ıculas antes y después del encuentro.
Puede llegarse a un resultado parecido si se
hubiera considerado la situación contraria y
tendŕıamos que

δη′ = σ(v, v1, v′, v′1)n′|v′ − v′1|n′1 · dΩ (37)

Evaluemos ahora los términos Cout y Cin.
Note que según la ecuación (29)

n =

∫
f(q, v, t)dv (38a)

n1 =

∫
f(q, v1, t)dv1 (38b)

n′ =

∫
f(q, v′, t)dv′ (38c)

n′1 =

∫
f(q, v′1, t)dv′1 (38d)

Para cierto elemento de volumen en el espacio
de las velocidades.
Si sustituimos las ecuaciones anteriores en las
ecuaciones 36, 37, tenemos

δη =σ(v, v1, v′, v′1)f(q, v, t)
· dv|v− v1|f(q, v1, t)dv1 · dΩ (39a)

δη′ =σ(v, v1, v′, v′1)f(q, v′, t)
dv′|v′ − v′1|f(q, v′1, t)dv′1 · dΩ (39b)

Entonces la razón a la cual las part́ıculas salen
del estado dinámico considerado es δη integra-
da en todo el volumen dv1 y sobre todo Ω,
esto es

C ′out =dqdv
∫
dv1

∫
dΩ · σ(v, v1, v′, v′1)

· |v− v1|f(q, v, t)f(q, v1, t) (40)

Siendo

Cout = mC ′out

=mdqdv
∫
dv1

∫
dΩ

· σ(v, v1, v′, v′1)|v− v1|
· f(q, v, t)f(q, v1, t)

=dqd(mv)
∫
dv1

∫
dΩ

· σ(v, v1, v′, v′1)|v− v1|
· f(q, v, t)f(q, v1, t)

Cout =dqdp
∫
dv1

∫
dΩ · σ(v, v1, v′, v′1)

· |v− v1|f(q, v, t)f(q, v1, t) (41)

De la misma manera podemos encontrar Cin

C ′in =dqdv′
∫
dv′1

∫
dΩ · σ(v, v1, v′, v′1)

· |v′ − v′1f(q, v′, t)f(q, v′1, t)

Cin = dqdp′
∫
dv′1

∫
dΩ · σ(v, v1, v′, v′1)

· |v′ − v′1f(q, v′, t)f(q, v′1, t) (42)
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Sustituyendo la ecuación 41 y 42 en 32, tene-
mos que

df

dt
dqdp = −Cout +Cin

= −dqdp
∫
dv1

∫
dΩ

· σ(v, v1, v′, v′1)|v− v1|f(q, v, t)f(q, v1, t)

+ dqdp′
∫
dv′1

∫
dΩ · σ(v, v1, v′, v′1)

|v′ − v′1|f(q, v′, t)f(q, v′1, t)

Y dado que por el teorema de Liouville y la
ecuación de conservación 33.

dvdv1 = dv′dv′1
|v− v1| = |v′ − v′1|

Entonces la ecuación de Boltzman consideran-
do las colisiones queda de la siguiente manera:

df

dt
=

∫
dv1

∫
dΩ · σ(v, v1, v′, v′1)

| · v− v1|(f ′f ′1 − ff1) (43)

Donde

f ′ = f(q, v′, t) (44a)

f ′1 = f(q, v′1, t) (44b)

f = f(q, v, t) (44c)

f1 = f(q, v1, t) (44d)

Si colocamos la ecuación 21 en el espacio xyz
la ecuación 43 queda de la siguiente forma:

∂f

∂t
+
∂f

∂r · v+
∂f

∂v ·
F
m

=

∫
dv1

∫
dΩ · σ(v, v1, v′, v′1)

· |v− v1|(f ′f ′1 − ff1) (45)

La integral a la derecha de la ecuación anterior
se conoce como la integral de colisiones.

II. Postulado de Gibbs y
ecuaciones de transporte

Ya hemos dicho que tratar de seguir el movi-
miento de cada una de las part́ıculas, es algo
que no se puede hacer, pero ya hemos definido
el concepto de ensamble, el cual nos ayuda a
solucionar dicho problema.
Supongamos que tenemos un gas diluido cons-
tituido por l part́ıculas, y que existen j part́ıcu-
las de una especie, cada una de ellas tiene una
velocidad vj y una posición rj en un tiempo es-
pecifico t, entonces si asociamos una cantidad
φ(rj , vj , t) a una part́ıcula que se encuentra en
una posición rj y tiene una velocidad vj en un
tiempo t, entonces el valor promedio de φ para
todas la part́ıculas en la cercańıa de rj en el
mismo instante t, esta dado por (Ver [8][3][7])

< φ(rj , vj , t) >

=
1
n

∫
φ(rj , vj , t)f(rj , vj , t)dvj (46)

donde n es la densidad numérica presentada
en el caṕıtulo 1. El enunciado anterior es pre-
cisamente el postulado de Gibbs, el cual nos
permitirá conocer algunas propiedades de un
gas diluido. Hay que notar que solo estas canti-
dades promedios son susceptibles de medición.

Sea vj la velocidad de una part́ıcula o molécula
de una especie j según un sistema de referencia,
la velocidad promedio de la part́ıcula entonces
esta dada por

cj =
1
n

∫
vjf(rj , vj , t)dvj (47)

y la cual representa la velocidad de flujo ma-
croscópico de las moléculas de especie j, si
tomamos en consideración todas las moléculas,
de todas las especies del gas, podemos definir
la velocidad de masa promedio como

c0 =

∑
j ρjcj∑
j ρj

(48)

esta velocidad es también llamada velocidad
de flujo de gas.
También podemos definir la velocidad peculiar
de la forma

Cj = cj − c0 (49)
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encontrando el promedio de la velocidad pecu-
liar

< C >=
1
n

∫
Cjf(rj , vj , t)dvj (50)

que se conoce como velocidad de difusión, que
representa la velocidad promedio relativa de
las part́ıculas dentro del gas según la velocidad
de flujo del mismo.
La enerǵıa cinética de una part́ıcula con velo-
cidad cj es

1
2mjc

2
j =

1
2mjC

2
j +

1
2mjc

2
0 (51)

en donde el segundo término de la derecha es
la enerǵıa cinética del flujo y el primer termino
de la derecha se le da el nombre de enerǵıa
interna, por lo tanto la enerǵıa interna es la
enerǵıa cinética que resulta de la desviación de
las velocidades moleculares según la velocidad
de flujo, aśı, la enerǵıa interna promedio sera

< Uj >=
1
n

∫ 1
2mjC

2f(rj , vj , t)dvj (52)

También podemos asociar a una part́ıcula una
cantidad φ(r, v, t) y una dirección ê, un flujo
de φ en la dirección de ê.
supongamos que una part́ıcula de especie j

tiene una velocidad cj cruza una superficie del
flujo de gas, la cual se mueve a una velocidad
c0, en cierto tiempo dt la part́ıcula a barrido
un volumen en la dirección de ê igual a

(cj − c0) · dtda (53)

donde da es una superficie del flujo de gas que
tiene una dirección ê, el numero de part́ıculas
dentro del volumen es simplemente

Cjdtda · êf(rj , vj , t)dvj (54)

por lo tanto el flujo de φ asociado a la part́ıcula
o molécula dentro del volumen es

Cjφ(rj , vj , t)f(rj , vj , t)dvj · êdtda (55)

si dividimos entre dtda e integramos en todo
el espectro de velocidades encontramos el flujo
de φ en la dirección de ê

n < φ(rj , vj , t) > ·ê

=

∫
Cjφ(rj , vj , t)f(rj , vj , t)dvj · ê (56)

y por lo tanto el flujo de φ es

Œj =

∫
Cjφ(rj , vj , t)f(rj , vj , t)dvj (57)

I. Transporte de masa
Aqúı φ = mj (Ver [8]), sustituyendo en la
ecuación 2.12, tenemos

Œ =

∫
Cjmjf(rj , vj , t)dvj (58)

= njmj(
1
nj

∫
Cjf(rj , vj , t)dvj) (59)

= ρj < Cj > (60)

podemos notar que la ecuación 2.15 concuerda
con un flujo por unidad de área de un fluido
ideal.

II. Transporte de momento
Aqúı φ = mjCj (Ver [8])

P =

∫
Cj(mjCj)f(rj , vj , t)dvj (61)

= njmj(
1
nj

∫
CjCjf(rj , vj , t)dvj) (62)

= ρj < CjCj > (63)

a esto se le da el nombre de tensor de presiones,
podemos notar que la presión en una superficie
dada, orientada con ê es

P · ê = p = ρj < CjCj > ·ê (64)

con

< CjCj >=

 C2
xj CxjCyj CxjCzj

CyjCxj C2
yj CyjCzj

CzjCxj CzjCyj C2
zj


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III. Transporte de enerǵıa

Aqúı φ = 1
2mjc2

j (Ver [8])

q =

∫
Cj(

1
2mjC2

j )f(rj , vj , t)dvj (65)

=
1
2njmj(

1
nj

∫
C2
jCjf(rj , vj , t)dvj) (66)

=
1
2ρj < C2

jCj > (67)

que se le da el nombre de vector de flujo de
calor.
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