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Resumen

The following article is a brief introduction of fast Fourier transform (FFT), which is an algorithm for the calculation
of the discrete Fourier transform that reduce the runtime of the program for calculating the Fourier transform greatly.
Since 1965[6], when James W. Cooley and John W. Tukey published this algorithm, its use has expanded quickly and
personal computers have generated an explosion of further FFT applications. Examples of the FFT application are
circuit design, spectroscopy, crystallography, signal processing and communications, images, etc.
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El siguiente articulo es una breve introduccion de la transformada rdpida de Fourier (FFT por sus siglas en inglés),
el cual es un algoritmo para el cdlculo de la transformada discreta de Fourier que reduce el tiempo de ejecucion del
programa en gran medida. Desde 1965[6]], cuando James W. Cooley y John W. Tukey publicaron dicho algoritmo,
su uso se ha expandido rdpidamente y las computadoras personales han impulsado una explosién de aplicaciones
adicionales de la FFT. Algunos ejemplos de la aplicacion de la FFT son disefio de circuitos, espectroscopia,
cristalografia, procesamiento de senales y comunicaciones, imdgenes, etc.

Palabras clave: Transformada rdpida de Fourier, algoritmo, transformada discreta de Fourier, Cooley, Tu-

key.

I. INTRODUCCION

siglas en ingles—fast Fourier transform) tiene una
amplia e interesante historia, pero debido a que
el tiempo no lo permite no se daran detalles en este
documento, pero si esta interesado puede consultar [4],

LA transformada rapida de Fourier (FFT por sus

[, [8] y [13]. En términos simples, la FFT es un método
eficiente para calcular la transformada discreta de Fouier.
En palabras de G. D. Bergland:

“El algoritmo de la transformada rapida de
Fourier puede reducir el tiempo necesario para
encontrar la transformada discreta de Fourier
de varios minutos a menos de un segundo, y
puede reducir los costos de varios dolares a
varios centavos.”[2]

Después de la publicacion del articulo de Cooley and
Tukey en 1965 [6], su amplia aceptacién y difusién se con-
sidera hasta la fecha (véase [2], [5], [9], [10], [11], [12], [14],
[15]). En dicho articulo se detalla la esencia del algoritmo
y su desarrollo.

El algoritmo de Cooley-Tukey hace a la FFT extrema-
damente 1til al reducir el niimero de célculos a partir de
algo del orden de n? a nlogn, lo que obviamente ofrece

una enorme reduccién en el tiempo de célculo. Es tan
util, de hecho, que la FFT hizo que la revista Computing
in Science & Engineering la ubicara en la lista de los 10
principales algoritmos en un articulo que indica que el
algoritmo es, “quizas, el algoritmo maés ubicuo en uso hoy
en dia.” El método usado en el algoritmo de Cooley-Tukey
se puede aplicar a otras transformaciones ortogonales ta-
les como la Hadamard, Hartley, y Haar[I1].

A continuacién se presentan dos metédos para la com-
prensién del algoritmo, uno grafico y otro analitico, ambos
considerando que el nimero de muestras es N = 27, para
7 entero.

II. DESARROLLO TEORICO

La interpretacién de los resultados de la transformada
rapida de Fourier no requiere una ensenanza bien fundada
en el propio algoritmo, sino mas bien un conocimiento
profundo de la transformada discreta de Fourier. Esto es
consecuencia del hecho de que la FFT es simplemente un
algoritmo (es decir, un método particular para realizar
una serie de cdlculos) que puede calcular la transformada
discreta de Fourier mucho més rapidamente que otros algo-
ritmos disponibles. Por esta razén, la discusién de la FFT
se enfoca sélo al aspecto computacional del algoritmo.

REF-UNAH / Vol. 4 - No. 2 / 45-52



REVISTA DE LA ESCUELA DE FfSICA, UNAH e Vol. IV, No. 2 e 45-52 46

Un ejemplo de factorizaciéon matricial sencillo se utili-
za para justificar intuitivamente el algoritmo FFT. Las
matrices factorizadas se representan alternativamente me-
diante graficos de flujo de senales. A partir de estos grafi-
cos, se construye la logica de un programa de FFT para
computadora. A continuacién, se presentan los desarrollos
tedricos de diversas formas del algoritmo FFT.

A. Formulaciéon matricial

Considere la transformada discreta de Fourier:

N-1

— Z xo(k)efj%mk/N’
k=0

n=01,..,N-1

(1)
Noétese que la ecuacién describe el calculo de N
ecuaciones. Por ejemplo, si N = 4 y tomamos:

W= e 92m/N (2)

entonces la ecuacién puede ser escrita como:

X(0) = 20(0)WO + 20 (1) WO + 20(2) WO + 2(3) WO
X(1) = 20(0)W 4+ 2o (D)W + 20(2)W? + 2o (3)W?
X(2) = 20(0) W 4 zo(L)W?2 + 20(2)W* + 2 (3) WS
X (3) = 2 (0)WO + 2 (1) W3 + 20 (2) W + 20(3)W?

Las ecuaciones pueden ser representadas de forma
matricial como:

X (0) wo wo wo wo (
v | | wb wt w2 w3 zo(
X(2) (
X(3) (

| wo w2 owt we Z0
wo w3 wé w9

o de forma mads compacta:
X (n) = W"kao(k) (5)

Denotando el tipo de letra, en negrita y cursiva, una ma-
triz.

Examinando la ecuacion se observa que debido a
que Wy posiblemente xg(k) son complejos, son necesa-
rias N2 multiplicaciones complejas y (N)(N — 1) adicio-
nes complejas para desarrollar el cdlculo matricial reque-
rido. La FFT debe su éxito al hecho de que el algoritmo
reduce el namero de multiplicaciones y adiciones reque-
ridas en el célculo de la ecuacién . Ahora vamos a
discutir, a nivel intuitivo, cémo se lleva a cabo esta reduc-
cién.

B. Desarrollo intuitivo

Para ilustrar el algoritmo FFT, es conveniente escoger
el ntimero de muestras de zo(k) de acuerdo a la relacién
N = 27 donde v es un entero. En otros desarrollos se pue-
de remover esta restriccién (véase [I] y [3]). Recordemos

que la ecuaciéon resulta de tomar N = 4 = 27 = 22
por lo tanto, podemos aplicar la FFT para el célculo de

la ecuacion .

El primer paso en el desarrollo del algoritmo FFT para
este ejemplo es reescribir la ecuacion como:

X(0) 11 1 1 20(0)
X1 | |1 wt w2 ows zo(1) 6
X2 | |1 w2 wb w? z0(2) (6)
X (3) w3 w2 owt z0(3)

La matriz de la ecuacién @ deriva de la ecuacién
usando la relacién Wk = Wk mod(N)  Recuerde que
[nk: mod(N)] es el resto o residuo de la divisién de nk
por N; entonces si N =4, n =2y k = 3, entonces:

wo =w? (7)

porque

W"k:W6:eXp{< ‘]47()6:| =

eXp
=exp (—jm) = exp {<_]fﬂ-> 2}
— W2 = Wk mod(N) (8)

El segundo paso en el desarrollo es factorizar la matriz
cuadrada de la ecuacién @ como sigue:

X (0) (1 W% 0 0 ]
X2) | |1 w2 o o0
X1 | o o 1 wt
X (3) L0 0 1 W3 |
(1 0 WO 0 [ x0(0)
01 o wo zo(1)
10 W2 o 70(2) )
L0 1 0 W2 || x(3)

El método de factorizaciéon esta basado en la teoria
del algoritmo FFT que se desarrollard més adelante. Por
el momento, es suficiente mostrar que el producto de las
matrices cuadradas de la ecuacion @D resulta en la matriz
cuadrada de la ecuacién @ con la excepcién de que las
filas 1 y 2 han sido intercambiadas (las filas estdn numera-
das como 0, 1, 2 y 3). Nétese que este intercambio ha sido
tomado en cuenta en la ecuacién @ reescribiendo el vec-
tor columna X (n); denotando al vector con intercambio
de filas como:

0

X(0)
X = | Yo (10)
X(3)

3

esta factorizacién es la clave del algoritmo FFT.

Aceptando el hecho que la ecuaciéon @ es correcta,
a pesar que los resultados estan desorganizados, se debe
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examinar el niimero de multiplicaciones requeridas para
calcular la ecuacion. Primero, tomemos:

z1(0) 1o wo o z0(0)
z(1) [ _|0 1 0 W zo(1) (1)
1(2) 1 0o W2 o x0(2)
1(3) 01 0 Ww? z0(3)

Entonces, el vector columna @1 (k) es igual al produc-
to de las dos matrices a la derecha en la ecuacién
El elemento x1(0) es calculado con una multiplicacién
compleja y una suma compleja (W9 no es reducido a la
unidad para desarrollar el resultado general).

21(0) = 20(0) + W02 (2) (12)

El elemento z1(1) también es determinado por una
multiplicacién y una adicién compleja. Solo una adicién
compleja es requerida para calcular x1(2). Esto debido a
que W9 = —W?2; por lo tanto,

Tl (2) = CL'()(O) + W2$0(2)
= xo(O) xo(?) (13)

donde la multiplicacién compleja W%zq(2) ya ha sido de-
terminada al calcular z1(0) [ecuacién ] Por la misma
razon, z1(3) es calculada por una adicién compleja sin
multiplicacién. El vector intermedio x1 (k) es determina-
do por cuatro adiciones complejas y dos multiplicaciones
complejas.

Siguiendo el cédlculo de la ecuacién @7 del resultado
anterior obtenemos:

X(0) [ 22(0)
X(2) | _ | w2(1)
X(1) || z2(2)
X(3) L 22(3)
1w 0o o x1(0)
1 W2 0 0 r1(1)
“lo o 1 w! xigz) (14)
Lo 0o 1 W3 x1(3)

El término 22(0) es determinado por una multiplica-
cién y una adicién compleja:

z2(0) = 21(0) + Woxl(l) (15)

El elemento x2(1) es calculado por una adicién debido
a que W9 = —W?2. Similarmente, x2(2) se determina por
una multiplicacién y una adicién compleja, y x2(3) por
solo una adicién.

El célculo de X (n) por medio de la ecuacién (9) re-
quiere un total de cuatro multiplicaciones complejas y
ocho adiciones complejas. El célculo de X (n) por medio
de la ecuacion (4)) requiere 16 multiplicaciones complejas y
12 adiciones complejas. Notese que el proceso de factoriza-
cién matricial introduce ceros en las matrices factorizadas
y, como resultado, reduce el nimero requerido de multi-
plicaciones. Para este ejemplo, el proceso de factorizacién

matricial redujo el nimero de multiplicaciones por un
factor de dos. Debido a que el tiempo de célculo se rige en
gran medida por el nimero de multiplicaciones requeridas,
observamos la razon de la eficiencia del algoritmo FFT.

Para N = 27, el algoritmo FFT es entonces un sim-
ple procedimiento de factorizar una matriz de N x N en
~ matrices (cada una de N x N), tal que cada una de
las matrices factorizadas tiene la propiedad especial de
minimizar el nimero de multiplicaciones y adiciones com-
plejas. Si generalizamos el resultado del ejemplo previo,
se observa que la FFT requiere Nv/2 = 4 multiplicacio-
nes complejas y Ny = 8 adiciones complejas, mientras
que el método directo [ecuacién ()] requiere N? multi-
plicaciones complejas y N(N — 1) adiciones complejas. Si
asumimos que el tiempo de computo es proporcional al
numero de multiplicaciones, entonces la relacién aproxi-
mada del tiempo de computo directo al de la FFT esta
dada por:

N? 2N
Nv/2 v

donde si N = 1024 = 219 se tiene una reduccién de compu-
to de més de 200 a 1. La Figura[l] ilustra la relacién entre
el nimero de multiplicaciones requeridas usando el algo-
ritmo FFT comparado con el nimero de multiplicaciones
usando el método directo.

(16)

250

200

150 F

100

2 1 8 16 32 64 128 256 512 1024
N (nimero de muestras)

Figura 1: Relacion de multiplicaciones entre el cdlculo directo
y la FFT

El proceso de factorizacién matricial introduce una
discrepancia. Recordemos que el computo de la ecuacion
() arroja X (n) en lugar de X (n); es decir,

X0 X
~ X (2 X(1
X(n) = X(1) en lugar de X (n) = X(2)
X(3) X(3)( |
17

Este reordenamiento es inherente en el proceso de
factorizacién matricial y es un problema menor ya que
es facil generalizar una técnica para reorganizar X (n) y
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obtener X (n).

Reescribiendo X (n) con el reemplazo del argumento
T por su equivalente binario:

X(0) X (00)
§8% se cambia por §§(1)(1); (18)
X(3) X(11)

Observar que si a los argumentos binarios de la ecua-
cién se les gira o hace la inversion de bit (p. ej., 01
se cambia por 10, 10 por 01, etc.), entonces:

X (00) X (00)

—— | x(10) . x(01) |
X(n)= X(01) cambia a X(10) =X(n)
X(11) X(11)

(19)

es facil desarrollar un resultado general para reorganizar
la FFT.

Para N mayor que 4, es complicado describir el proceso
de factorizaciéon matricial analogo a la ecuacion @ Por
esta razén, interpretamos @ de una forma grafica. Usando
esta formulacién gréafica, podemos describir suficientes
generalidades para desarrollar un grafico de flujo para un
programa de computadora.

C. Diagrama de flujo de senal

Ahora representaremos la Ec. (@ en un diagrama de
flujo de senal ilustrado en la Figura[2] Como se muestra,
se representa el vector de datos o arreglo xo(k) por una
columna vertical de nodos a la izquierda del diagrama.
El segundo arreglo vertical de nodos es el vector 1 (k)
calculado en la ecuacién , y el siguiente arreglo vertical
corresponde al vector x2 (k) = X (n), ecuacién (14). En
general, habrén v arreglos computacionales donde N = 27.

Arreglos calculados

Datos Arreglo 1 Arreglo 2
zo(k) z1 (k) z2(k) X
z0(0) oo o ¢2(0) ©)
zo(1) — () W o) X
wo
zo(3) —e 5 5 X(@3)

Figura 2: Diagrama de flujo de sefial para la FFT, N = 4

El diagrama de flujo de sefial es interpretado como
sigue. A cada nodo entran dos lineas representando trayec-
torias de transmision de los nodos previos. Una trayectoria
transmite o lleva una cantidad desde un nodo en un arre-
glo, multiplica la cantidad por WP e ingresa el resultado

en el nodo del siguiente arreglo. El factor WP se encuen-
tra cerca de la punta de la flecha de la trayectoria de
transmision; ausencia de este factor implica que WP = 1.
Los resultados que ingresan a un nodo de dos vias de
transmisién se combinan de forma aditiva.

Para ilustrar la interpretacion del diagrama de flujo de
sefial, considere el nodo x1(2) en la Figura [2l De acuerdo
a las reglas para la interpretacién del diagrama,

21(2) = 20(0) + W2z (2)

que es simplemente la ecuaciéon (13]). Cada nodo del dia-
grama es expresado de forma similar.

(20)

Arreglos calculados

Datos =1 1=2 =3
o(k) (k) wa(k) 23 (k) (k)

ws  73(3)

z0(4) w2 wa(4)
At W

20 (5 nodos

M 17/ AN

x0(9) \ /W X(9)

20(10) ifkd" X(5)

2o(11) m - g

wu wa(11)

0(12) v i~z (12) />< 72(12)
1‘0(13)

wiz Wi

wo(14 \/
zo(15) W

z1(15) wiz  x2(15) wit  x3(15) wis (1)

D)

Par de

nodos
duales

Figura 3: Ejemplo de nodos duales

El diagrama de flujo de sefial es entonces un método
conciso para la representacion de los cédlculos requeridos
en la matriz factorizada del algoritmo FFT de la ecuacién
@[). Cada columna calculada en el diagrama correspon-
de a una matriz factorizada; v arreglos verticales de IV
puntos cada uno (N = 27) son requeridos. El uso de esta
representaciéon grafica nos permite facilmente describir el
proceso de factorizacién matricial para valores grandes
de N.

Se muestra en la Figura[3]el diagrama de flujo de sefial
para N = 16. Con un diagrama de flujo de este tamano,
es posible desarrollar propiedades generales relativas al
proceso de factorizaciéon matricial y asi proporcionar un
marco para el desarrollo de un diagrama de flujo para
computadora de la FFT.

D. Nodos duales

Por inspeccién de la Figura [3] se observa que en cada
arreglo siempre podemos encontrar dos nodos cuyas tra-
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yectorias de transmision de entrada provienen del mismo
par de nodos del arreglo anterior. Por ejemplo, los nodos
21(0) y z1(8) se calculan a partir de los nodos z(0) y
z0(8). Notese que los nodos z¢(0) y xo(8) no entran en
el célculo de cualquier otro nodo. Definimos a dos nodos
con estas caracteristicas como un par de nodos duales.

Debido a que el célculo de un par de nodos duales
es independiente de otros nodos, es posible llevar a cabo
el calculo en la misma direccion de memoria. Para ilus-
trar esto, obsérvese que a partir de la Figura [3| podemos
calcular de forma simultdnea z1(0) y 21(8) en términos
de z0(0) y zo(8) y devolver los resultados a las direccio-
nes de memoria previamente ocupadas por zo(0) y xo(8).
Los requerimientos de memoria son entonces limitados al
arreglo de datos xg(k) solamente. A medida que cada
arreglo es calculado, los resultados son devueltos a este
arreglo.

Separacién de nodos duales. Analicemos la sepa-
racién (medida verticalmente en términos del indice k)
entre un par de nodos duales. A lo siguiente refiérase
a la Figura 8] En el arreglo | = 1, un par de nodos
duales, por ejemplo z1(0) y x1(8), estdn separados por
k=8= N/2' = N/2'. En el arreglo | = 2, un par de
nodos duales, entre ellos z2(8) y x2(12), estdn separados
por k=4= N/21 N/22. De forma similar, un par de
nodos duales, siendo estos z3(4) y z3(6), en el arreglo
| = 3 estan separados por k =2 = N/2 = N/23; y en
el arreglo | = 4, un par de nodos duales, tomando z4(10)
y 24(11), estédn separados por k =1 = N/2! N /24,

Generalizando, se observa que la separacién entre no-
dos duales en el arreglo [ esta dado por N /2!, Asi, si se
considera un nodo particular z;(k), entonces su nodo dual
es 2;(k + N/2'). Esta propiedad nos permite identificar
facilmente un par de nodos duales.

Calculo de nodos duales. El célculo del par de
nodos duales requiere solo una multiplicacién comple-
ja. Para clarificar este punto, considere el nodo z2(8) y
su dual z2(12), como se ilustra en la Figura [3| Las tra-
yectorias de transmisién derivadas del nodo z1(12) son
multiplicadas por W* y W2 previo a ingresar en los no-
dos z2(8) y z2(12), respectivamente. Es importante notar
que W4 = —W12 y que solo una multiplicacién es reque-
rida porque el mismo dato z1(12) se debe multiplicar por
estos términos. En general, si el factor multiplicador en
un nodo es WP entonces el factor multiplicador en el
nodo dual es WPTN/2 Debido a que WP = —WP+TN/2,
solo una multiplicacién es requerida en el calculo de un
par de nodos duales. El calculo de cualquier par de nodos
duales esta dado por el par de ecuaciones:

xl(k) = :171,1(](1) + Wlefl(k + N/21>
wi(k+N/2') = w1y (k) = WPa 4 (k+ N/2")  (21)

En el célculo de un arreglo, normalmente se comienza
con el nodo k = 0 y secuencialmente se continua calcu-
lando en el arreglo, utilizando el par de ecuaciones de la

Arreglos calculados

Datos 1= 1=2 =3 =4
o (k) 1 (k) (k) wa(k) za(k)

20(0) /N@ /v }< o

) NS, o
z0(2) X(4)
o(3) (Jxmm’* X(2)

ws  z3(3) z4(3)

20(5) . Omitir _ X(10)
AR S
20(6) / X(6)

f [y 1 NSN— W
W Omitir
Omitir y
@o(?) > CC ixx: CC ( @@ W mm ) - X
- WC\(X) /\ }< S
K
70(9) oL X(9)

W~ v

20(10) \ \ />©<N » :
/><><\ \ ><></ \ v ><’ it
2o(11) s Omitir _ x-(3)

z2(11) w10 z3(11) wis  za(11)
fa

Ommx
RS
Omitir
xo(14) \/ / X(7)

S ) ot
we @1(15) Wiz w3(15)

Omitir
Omitir _ (15

wit  x3(15) wis  z4(15)

Figura 4: Ejemplo de nodos a omitir

ecuacion . Como se apunto previamente, el dual de
cualquier nodo en el l-ésimo arreglo estd siempre a N /2!
nodos en el arreglo. Debido a que el espaciado es N /2!,
entonces se concluye que se deben omitir después de cada
N2 nodos, los siguientes N/ 2! nodos. Para ilustrar este
punto, considere el arreglo | = 2 en la Figura {4} Si se
comienza con el nodo & = 0, entonces de acuerdo a lo
expuesto anteriormente, el nodo dual esta localizado en
k = N /2% = 4, que puede ser verificado por inspeccién en
la Figura[d] Continuando en el arreglo, se observa que el
nodo dual estd siempre a 4 nodos en el arreglo hasta que
se alcanza el nodo 4. En este punto, tenemos un conjunto
de nodos calculados indirectamente, es decir, tenemos los
duales de los nodos k£ = 0,1,2 y 3. Es necesario omitir
los nodos k =4,5,6 y 7. Los nodos 8,9,10 y 11 siguen la
convenciéon original del nodo dual localizado a 4 nodos
en el arreglo. En general, si se trabaja de arriba hacia
abajo en el [-ésimo arreglo, entonces con la ecuacién
se calcularan los primero N /2! nodos, se omitiran los
siguientes N /2! y asi sucesivamente hasta que se alcance
el nodo con indice mayor a N — 1.

E. Determinaciéon de WP

Basados en lo argumentado anteriormente, se han de-
finido las propiedades de cada arreglo con excepcién del
valor p en la ecuacién . El valor de p esta determinado
por (a) la representacién del indice k en forma binaria con
~ bits, (b) escalar o deslizar este nimero binario vy — [ bits
a la derecha, rellenando las posiciones de bits liberados a
la izquierda con ceros, y al final (¢) invertir el orden de
los bits. El niimero con bits invertidos es el término p.

Para ilustrar este procedimiento, refiérase a la Figura
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y considere el nodo z3(8). Debido a que y =4, k =8y
[ = 3, entonces k en binario es 1000. Se escala este niimero
v—1=4—3 =1 posicién a la derecha y rellenamos con
ceros; el resultado es 0100. Entonces se invierte el orden
de los bits para obtener 0010 o el entero 2. El valor de p
es entonces 2.

Consideremos el siguiente procedimiento para imple-
mentar la operaciéon de inversién de bit. Sabemos que
un numero binario, es decir b3bab1bg, puede ser escrito
en base 10 como b3 x 23 + by x 22 4+ by x 21 + by x 20. El
nimero con bits invertidos que se trata de encontrar esta
dado por by x 23 + by x 22 + by x 21 + b3 x 20. Si se des-
cribe una técnica para determinar los bits (del ntimero
binario) bs, ba, b1 ¥ bo, entonces se habrd definido la ope-
racién de inversién de bit.

Ahora, asuma que M es un numero decimal igual a
b3bab1bg. Divida M por 2, tome la parte entera, y este
resultado truncado multipliquelo por 2. Entonces calcule
(b3bab1bg) — 2(bsbaby ). Si el bit by es 0, entonces esta di-
ferencia es cero porque la divisién por 2, truncamiento,
y subsecuente multiplicacién por 2 no modifica M. Sin
embargo, si el bit by es 1, el truncamiento cambia el valor
de M y la diferencia anterior no es cero. Mediante esta
técnica se puede determinar si el bit by es 0 o 1.

Se puede determinar de forma similar el bit b;. La
expresion para la diferencia serfa (bgbaby) — 2(b3bz2). Si
la diferencia es cero, entonces by es cero. Los bits ba y b3
son determinados de forma similar.

F. Reorganizando la FFT

El paso final en el calculo de la FFT es reorganizar los
resultados de acuerdo a la Ec. . Recordando que el
procedimiento para reorganizar el vector X (n) es repre-
sentar el indice n en binario y luego invertir o girar dicho
nimero binario. En la Figura [§] se muestra el resultado
de la operacién de inversién de bit: los términos z4(k) y
z4(1) simplemente han sido intercambiados, donde 4 es el
entero obtenido por la inversién de bit del entero k.

Obsérvese que una situacién similar al concepto de
nodo dual existe cuando se reorganiza el arreglo de sali-
da. Si se opera en el arreglo, intercambiando z(k) con el
apropiado (%), eventualmente se encontrard con un nodo
que ha sido previamente intercambiado. Por ejemplo, en
la Figura o} el nodo k = 0 permanece en su ubicacién, los
nodos k = 1, 2 y 3 son intercambiados con los nodos 8, 4 y
12 respectivamente. El siguiente nodo a ser considerado es
el nodo 4, pero este nodo fue previamente intercambiado
con el nodo 2. Para eliminar la posibilidad de considerar
un nodo que ha sido previamente intercambiado, simple-
mente se verifica si ¢ (el entero obtenido de la inversion
de bit de k) es menor que k. Si es asi, implica que el nodo
ha sido intercambiado por una operacién previa. Con esta
verificacién, se puede facilmente asegurar el proceso de

reorganizado.
k wa(k) = X (n) X (n)
0 24(0000) . *— X (0000)
1 24(0001) X(0001)
2 24(0010) —~ X(0010)
3 24(0011) — X(0011)
4 24(0100) X(0100)
5 24(0101) —~ X(0101)
6 24(0110) :\ /j X(0110)
7 24(0111) X(0111)
8 24(1000) —~ X(1000)
9 24(1001) —e o X(1001)
10 24(1010) / \ X (1010)
1 24(1011) — X(1011)
12 24(1100) —~ X (1100)
13 24(1101) X(1101)
14 24(1110) — X(1110)
15 24(1111) —e o— X (1111)

Figura 5: Ejemplo de la operacion de inversion de bit para
N =16

G. Desarrollo tedrico del algoritmo FFT de base-
2

En la se uso un argumento matricial

para desarrollar un entendimiento del porqué la FFT es
un algoritmo eficiente. Se contruyé entonces un diagrama
de flujo de senal que describe el algoritmo para cualquier
N = 27. Ahora relacionaremos cada uno de estos argu-
mentos en una base tedrica. Se desarrollara una prueba
tedrica del algoritmo para el caso de N = 4. Para el caso
N = 27, donde ~ es un valor entero, se puede consultar
la formulacién original de Cooley-Tukey[6] y el libro de
Brigham|[3].

Definiciéon de la notacién. Considérese la transfor-
mada de Fourier discreta presentada en la Ec.

N-1

X(n) = Z xo(kz)W"k,

k=0

n=01,...,N-1 (22

donde se define W = ¢ 927/N Es conveniente representar
los enteros n y k como numeros binarios; por lo tanto, si
se toma N = 4, entonces 7 = 2 y se pueden representar
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k y m como numeros binarios de dos bits,

k=0,1,2, 3 o)
n=20,1, 2, 3 o]

k = (k1,ko) = 00, 01, 10, 11
n = (n1,n9) = 00, 01, 10, 11

Un método compacto de escribir k y n es:

k=2ki + ko n =2n1 +no (23)
donde kg, k1, ng y n1 pueden tomar solamente los valores
de 0 y 1. La ecuacién es simplemente el método para
escribir un niimero binario en su equivalente en base-10.

Usando la representacion de la ecuaciéon , se puede

reescribir la ecuacién (22)) para el caso de N = 4, como:

Z Z o (k1, ko)W

ko=0k1=0

nl, nO 2n1+n0)(2k1+k0)

(24)

Observe que la Unica sumatoria en la ecuacion

debe ser reemplazada por v sumatorias con el fin de eva-
luar todos los bits de la representacién binaria de k.

Factorizaciéon de WP. Ahora considere el término
WP. Debido a que W0 = WeW?, entonces:

W(2n1+n0)(2k1+k0) — W(2n1+n0)2k1 W(2n1+no)k0

— (W4n1k1) WQnoktl W(2n1+n0)k0

— W2n0k1 W(2n1+n0)k0 (25)

Notese que el término entre paréntesis es igual a la
unidad debido a que:

W4n1k1 — (W4)n1k1 _ (e—j2ﬂ-~4/4)nlk1 _ (1)n1k1 -1
(26)
Por lo tanto, la ecuacion puede ser escrita en la

forma:

1 1

Z Z fﬂo(kl, kQ)wZ’nokl W(2n1+n0)k0
ko=0 | k1=0

X(n1,m0) =

(27)

Esta ecuacién representa el fundamento del algoritmo

FFT. Para demostrar este punto, considere individual-

mente cada una de las sumatorias de la ecuacién .
Primero, reescriba la sumatoria entre corchetes como:

1

z1(no, ko) = )

k1=0

o (K1, ko) W2nok1 (28)

Enumerando las ecuaciones representadas por la ecua-
cién , se obtiene:

£1(0,0) = x0(0,0) + WOx(1,0)
21(0,1) = 20(0,1) + Woz0(1,1)
21(1,0) = 20(0,0) + W?2x0(1,0)
z1(1,1) = 20(0,1) + W2z (1,1) (29)
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Si reescribimos la ecuacién (29)) en notacién matricial,
obtenemos:

21(0,0) 10 wY o 20(0,0)
z1(0,1) | 0o 1 0o WO 20(0,1)
r1(1,0) | |1 0 W2 o0 x0(1,0)
z1(1,1) 01 0 W2 zo(1,1)

(30)
Notese que la ecuacién es exactamente la matriz
factorizada de la ecuacién , desarrollada en la
con el indice k escrito en notacién binaria. Por lo
tanto, la sumatoria interna de la ecuacién especifica
la primera de las matrices factorizadas para el ejemplo
desarrollado en la o0, equivalentemente, el
arreglo [ = 1 de el diagrama de flujo de senal ilustrado
en la Figura 2]

De forma similar, si escribimos la sumatoria externa
de la ecuacién (27)) como:

1

zo(no,m1) = Y

ko=0

T1 (no, ko)W(2n1+n0)k0 (31)

y representamos el resultado en forma matricial, se obtie-
ne:

72(0,0) T w% o0 o 21(0,0)
z2(0,1) | |1 W2 0 0 21(0,1)
z2(1,0) | O 0 1 Wt z1(1,0)
z2(1,1) o 0o 1 ws z1(1,1)

(32)
la cual es la ecuacion (14)). As{, la sumatoria externa de
la ecuacién (27) determina la segunda de las matrices

factorizadas del ejemplo de la
De las ecuaciones y tenemos:

X (n1,m0) = z2(ng,n1) (33)

Es decir, los resultados finales x2(ng,n1) tal como se
obtuvieron de la sumatoria externa estan en orden inverso
de bit respecto a los valores deseados X (n1,ng). Esto es

simplemente la desorganizacié que resulta del algoritmo
FFT.

Si combinamos las ecuaciones , y ,

x1(no, ko) = o(k1, ko) W2nok

MH uMH

x2(no,n1) 1 (no, ko) W 2r1+mo)ko

??‘

X(ni,mo) = @2 (no,m) (34)
donde el conjunto de la ecuacion representa la for-
mulacién original de Cooley-Tukey[6] del algoritmo FFT
para N = 4. A este tipo de ecuaciones se les conoce como
recursivas, ya que la segunda se calcula a partir de la
primera.

4-No. 2 / 45-52



REVISTA DE LA ESCUELA DE FfSICA, UNAH e Vol. IV, No. 2 e 45-52 52

III. CONCLUSIONES

El algoritmo FF'T es de gran difusién y uso en la actua-

lidad debido a su extremada simplificacién en el cdlculo
de la transformada discreta de Fourier, traducido en un
tiempo de computo muy reducido.

La implementacién del algoritmo a lenguaje de progra-

macién es rapido y sin contratiempo por la simplicidad
del mismo.
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