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Resumen

A review of the Foucault pendulum is performed, considering the numerical approach, the
study of many problems in classical mechanics can focus naturally using computational tools,
and the problem of Foucault pendulum is an example of this. The Foucault pendulum is a
simple pendulum basically set in a non-inertial reference frame. By taking into account the
rotation of the Farth the pendulum makes a slight movement of precession, we can predict the
movement to formulate and solve the dynamic equations associated with the pendulum, these
equations are derived from Newton’s laws considering the pseudo force arises by including the
rotation of the Farth. To solve the coupled differential equations of the Foucault pendulum,
we used the algorithms of Euler-Cromer , Runge Kutta second order Runge Kutta fourth
order, all these results are similar algorithms are used to plot the trajectory of the pendulum
in polar coordinates , closed paths precess features are observed precession motion.
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Se realiza una revision del péndulo de Foucault, considerando la programacion numérica,
el estudio de muchos problemas que surgen en la mecdnica cldsica se pueden enfocar
de forma mnatural utilizando herramientas computacionales, y el problema del péndulo
de Foucault es un ejemplo de esto. El péndulo de Foucault es bdsicamente un péndulo
simple considerando que esta ubicado en un marco de referencia no inercial. Al tomar
en cuenta la rotacion de la tierra, el péndulo realiza un movimiento leve de precesion,
este movimiento lo podemos predecir al formular y resolver las ecuaciones dindmicas
asociadas al péndulo, se deducen estas ecuaciones a partir de la sequnda ley de Newton
considerando la pseudo fuerza que surge al incluir la rotacién de Tierra. Para resolver las
ecuaciones diferenciales acopladas del péndulo de Foucault, se utilizan los algoritmos de
FEuler-Cromer, Runge Kutta de sequndo orden y Runge Kutta de orden cuatro, con todos
estos algoritmos los resultados son similares, al graficar la trayectoria del péndulo en coor-
denadas polares, se observan trayectorias cerradas caracteristicas del movimiento de precesion.

Palabras claves: Péndulo, rotacion de la tierra, precesion.

I. INTRODUCCION

Java, Python y Octave, todos son software li-

Oy en dia, la ensenanza de la fisica es-
ta muy ligada al uso de herramientas
computacionales, especialmente en los
cursos de nivel intermedio y avanzado surgen
problemas que no tienen soluciones analiticas,
los cuales requieren hacer uso de algoritmos
numéricos, para tener una soluciéon aproxima-
da. Estos problemas pueden ser programados
en diversos programas, como Fortran, C, C++,
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bre y es cuestién de gustos cual seleccionar, en
este trabajo utilizamos Octave.

Los algoritmos que escogimos para integrar
las ecuaciones diferenciales son: Euler-Cromer
(EC), Runge-Kutta de segundo orden (RK2)y
Runge Kutta de orden 4 (RK4). La eficiencia
de estos algoritmos va en orden creciente.
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II. EL PENDULO DE FOUCAULT

Este es un péndulo hecho de una masa muy
pesada suspendida de un alambre muy largo de
un techo alto, esto le permite al péndulo oscilar
de norte a sur y de este a oeste. Visto desde un
marco inercial, solo actiian dos fuerzas sobre el
péndulo, el peso y la tensién de la cuerda. En
el marco rotatorio de la tierra, estan ademas
la fuerza centrifuga y la fuerza de Coriolis, asi
la ecuaciéon de movimiento queda

2 — —
% =T +mgo+m (3 x 7) ><c71—i—2mﬁ X
(1)
El segundo y tercer término combinado en el
lado derecho de la ecuacién[I] nos da mg, donde
g, es la aceleracién de caida libre observada, la
ecuaciéon de movimiento se convierte

m

2 — —
%:T—l—mﬁ—l—%n%xdi (2)
Escogemos nuestros ejes, como se muestra en
la figura 1 y restringimos nuestra discusion al
caso de oscilaciones pequenas, asi el angulo a
entre el péndulo y la vertical siempre es pe-
quefio [4], [5], [6]. Esto nos permite hacer dos
aproximaciones, primero la componente z de
la tension es bien aproximada por su magnitud
T, = Tcosa =~ T, segundo para oscilaciones
pequenas T, = mg, poniendo estas dos aproxi-
maciones juntas, podemos escribir

m

(3)

De la figura 1, se deduce que las componentes
de la tension en el plano xy son

T ~mg

T, = —T Ty:—T%, T, ~T

X
L7

La velocidad angular en funcién de la lati-
tud se puede escribir asi

&= —2(cosf) + £ (wsenh)

(4)

y las componentes de velocidad se pueden es-
cribir en la notacién conveniente de punto

Vy =T vy = 9, v, =0
al realizar el producto vectorial & X ¥ se obtie-
nen las siguientes componentes
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(0 x ), = =y w send
(@ x ¥), = & w send
(0 x7), = -y w cosh

Al reemplazar lo anterior, se llega a las siguien-
tes ecuaciones

T
ax:i:—a%+2ywsen9 (5)

T
ay:y:—E%—QjcwsenH (6)

para pequefias oscilaciones recordemos que
T ~ mg con lo que finalmente obtenemos

9

jé:—zm+2ywsen9 (7)
y:—g —2d w send (8)
L

Las ecuaciones 7 y 8 son ecuaciones diferencia-
les acopladas, al integrar numéricamente estas
ecuaciones vamos a obtener la trayectoria del
péndulo en el plano xy.

III. ALGORITMOS

Vamos a describir los algoritmos utilizados
en este trabajo.

I. Euler Cromer

Tenemos un problema con valores iniciales,
que no se puede resolver de forma analitica, en
consecuencia, es necesario utilizar los métodos
numéricos [3].

Los métodos de Euler no se suelen utilizar en
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la practica debido a que la solucién que pro- ay(1)=ayO0;

porciona acumula errores apreciables a lo largo fprintf (°%3.1f  47.2f
del proceso; sin embargo es un buen punto de %11.2f \n’,

partida por su sencillez. t(1),x(1),y(1));

El algoritmo es el siguiente

for i=1:npts
vx(i+1)=vx(i)+ax (i) *dt;
vy (i+1)=vy(i)+ay (i) *dt;

r(0)==20 y(0)yo  vz(0) =g x(i+1)=x (i) +vx (i+1)*dt;

y(i+1)=y (1) +vy(i+1)*dt;

Condiciones iniciales:

Calculo del paso: intervalo de tiempo [O,t f}

h=(ty—0) /M t(if1)=t(i)+dt; .
ax(i+1)=-(g/L)*x(i+1)+
Ciclo 2xwxsind (angulo) *vy (i+1) ;
paran=0 a M ay (1+1)=-(g/1)*y(i+1)
-2*w*xsind (angulo)*vx (i+1);
vy (n+1) = vy (n) + hag (n) (9) if (mod(i,nt)==0)

fprintf (°%3.1f
%6.2f %9.2f \n’,t(i+1),
vy (n+1) = vy (n) +hay (n)  (10) x(i+1),y(i+1));
end;

z(n+1)=xz(n)+hvy (n+1) (11) if (x(1)>0 & y(i)>0)
theta(i)=atan(y(i)/x(i));
elseif (x(i)<0 & y(i)>0)
theta(i)=pi+atan(y(i)/x(i));
elseif ((x(i)<0 & y(i)<0))

y(n+1)=yn)+hvy(n+1) (12)

II. Script de EC en Octave theta(i)=pi+atan(y(i)/x(i));
A continuacién se muestra la implementa- else ) ) ) )

cién en Octave. theta(i)=2*pi+atan(y(i)/x(i));

end;
r(i)=sqrt(y(i)"2+x(i)"2);
end;

clear;

npts=5000; %subplot(2,1,1)

1=200; %plot (t,x);

g=9.80; %plot(t,x,’b-’, ’MarkerSize’,5)

w=0.00007272205; %ylabel(’X(m)’);

angulo=50; %xlabel ("t (s)’);

x0=15; y0=15; vx0=0; vy0=0; %legend (’X(t)’);

dt=300/npts; %subplot(2,1,2)

nt=npts/10; %plot(t,y);

fprintf (’Paso de %ylabel (’Y(m)’)

tiempo usado dt=tmax/npts= %xlabel (Pt (s)’)

%7.4f\n’ ,dt) ; %legend (’Y=£(t)’);

ay0O=-g*(y0/1); ax0=-g*(x0/1); %subplot(3,1,3)

printf(°t X polar (theta,r,’-b’);

Y \n’) %xlabel (’X(m)’)

t(1)=0; %ylabel(’Y(m)’);

x(1)=x0;

y(1)=y0;

vx (1)=vx0;

vy (1)=vy0;

ax(1)=ax0;

T
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IV. METopo DE RUNGE KUTTA DE
ORDEN 2

Los métodos de Runge Kutta son generali-
zaciones de los métodos de Euler, veamos RK2
escrita en forma vectorial ya que se trata de
un sistema de ecuaciones diferenciales [I], [3] .

. . h /- o
Fur1 = Fnt 5 (k:1 T k:z) (13)
donde

k= f(wn,yn) (14)
Ey:ﬁ@n+m%+hﬁ) (15)

[.  Script de RK2 con Octave

A continuacién se muestra la implementa-
ci6n en Octave.

clear all;

global npts=1000;
global 1=15;

global g=9.80;
global w=0.007272205;
global angulo=50;
global x0=15;

global y0=15;

global vx0=0;

global vy0=0;
dt=500/npts;
nt=npts/10;

fprintf (’Paso de
tiempo usado
dt=tmax/npts=
%7.4f\n’ ,dt);
ayO=-g*(y0/1); ax0O=-g*(x0/1);
printf(°t X
Y \n’)

t(1)=0;

x(1)=x0;

y(1)=y0;

vx(1)=vx0;

vy (1)=vy0;

fprintf (°%3.1f  J7.2f
%11.2f \n’,t(1),
x(1),y));

for i=1:npts

f(i)=funcl(x(i),vy(i));
h(i)=func2(y(i),vx(i));
t(i+1)=t(i)+dt;

ml=vx(i)*dt;

nl=vy(i)*dt;

Ki=dt*f (i) ;

Li=dt*h(i);

m2=dt* (vx(i)+k1);

n2=dt* (vy(i)+L1);
f2(i)=funcl(x(i)+m1,vy(i)+L1);
h2(i)=func2(y(i)+nl,vx(i)+kl);
k2=dt*£f2(1i) ;

L2=dt*h2(i);
vx(i+1)=vx (i) +(k1+k2)/2;

vy (i+1)=vy (i) +(L1+L2)/2;
x(i+1)=x(i)+(m1+m2) /2;
y(i+1)=y(i)+(n1+n2)/2;
%x(i+1)=x(i)+dt*vx(i+1);

%y (i+1)=y (i) +dt*vy(i+1);
r(i)=sqrt(y(i) "2+x(i)"2);

if (mod (i,nt)==0)

fprintf (°%3.1f

%6.2f %9.2f \n’,t(i+1) ,x(i+1),y(i+1));
end;

if (x(i)>0 & y(i)>0)
theta(i)=atan(y(i)/x(i));
elseif (x(i)<0 & y(i)>0)
theta(i)=pi+atan(y(i)/x(i));
elseif ((x(i)<0 & y(i)<0))
theta(i)=pi+atan(y(i)/x(i));
else
theta(i)=2*pi+atan(y(i)/x(i));
end;

end;

%subplot(2,1,1)
%plot (t,x);
%plot(t,x, ’MarkerSize’,5)
hylabel(’X(m)’);
Y%xlabel(’t(s)’);
hlegend(CX(t)?);
%subplot(2,1,2)
wplot (t,y);
%ylabel(’Y(m)’)
%xlabel (Pt (s)’)
hlegend (P Y=£(t)’);
%subplot(3,1,3)
polar(theta,r,’-b’);
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%xlabel (’X(m) )
%ylabel(’Y(m)’);

V. METtopo DE RUNGE KUTTA DE
ORDEN 4

El método de RK4 es uno de los mas po-
pulares, para resolver ecuaciones diferenciales
por su alta precisiéon, el algoritmo en forma
vectorial es [1], [2]

1 g - — —
Foon =T+ (k1 2%y + 25 + k;4) (16)
donde
ki =F(t+h) (17)
S R
. . 1. . 1 -
. . R
by =F (t +h, T+ Qhkg) (20)

I. Programa de RK4 en Octave

A continuacién se muestra la implementa-
cién en Octave.

clear all;
global npts=1000;
global 1=200;
global g=9.80;
global
w=0.010007272205;
global
global
global
global vx0=0;

global vy0=0;

dt=1000/npts;

nt=npts/10;

fprintf (’Paso de

tiempo usado dt=tmax/npts=%7.4f\n’,dt);
ay0=-g*(y0/1);

ax0=-g*(x0/1) ;

printf(’t
X

angulo=50;
x0=15;
y0=15;

Y \n’)

79

t(1)=0;
x(1)=x0;
y(1)=y0;
vx (1) =vx0;
vy (1)=vy0;

fprintf (°%8.3f  8.3f
%8.3f \n’,t(1),x(1),y(1));

for i=1:npts
ki=dt*vx(i);
li=dt*funcl (x(i),vy(i));
ql=dt*vy(i);
mi=dt*func2(y(i),vx(i));

k2=dt* (vx(1)+11/2);
12=dt*funcl(x(i)+k1/2,vy(i)+m1/2);
g2=dt* (vy(i)+m1/2);
m2=dt*func2(y(i)+q1/2,vx(i)+11/2);

k3=dt* (vx(1)+12/2);
13=dt*funcl(x(i)+k2/2,vy(i)+m2/2);
g3=dt*(vy(i)+m2/2);
m3=dt*func2(y(i)+q2/2,vx(i)+12/2);

k4=dt* (vx(1)+13);
14=dt*funcl(x(i)+k3,vy(i)+m3) ;
q4=dt* (vy(i)+m3) ;
m4=dt*func2(y(i)+q3,vx(i)+13);

x(i+1)=x(i)+(k1+2*k2+2xk3+k4) /6;
vx(i+1)=vx (1) +(11+2%12+2%13+14) /6;
y(i+1)=y(i)+(ql+2*q2+2*q3+q4)/6;
vy (i+1)=vy (i) +(m1+2*m2+2*m3+m4) /6 ;

t(i+1)=t(i)+dt;
r(i)=sqrt(y(i) "2+x(i)"2);

if (x(i)>0 & y(i)>0)
theta(i)=atan(y(i)/x(i));
elseif (x(i)<0 & y(i)>0)
theta(i)=pi+atan(y(i)/x(i));
elseif ((x(i)<0 & y(i)<0))
theta(i)=pi+atan(y(i)/x(i));
else
theta(i)=2*pi+atan(y(i)/x(i));
end;

if (mod (i,nt)==0)
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fprintf (*%8.3f

%8.3f %8.3f \n’,t(i+1),x(i+1),
y(i+1));

end;

end;

%subplot(2,1,1)

%plot (t,x);
%plot(t,x, ’MarkerSize’,5)
%ylabel(’X(m)’);
Y%xlabel(’t(s)’);
hlegend (X (t)?);
%subplot(2,1,2)
%plot(t,y);

%ylabel (’Y(m)’)
%xlabel (Pt (s)’)
%legend (’Y=£(t)’);
%subplot(3,1,3)
polar(theta,r,’-b’);
Y%xlabel (’X(m)’)
hylabel(°Y(m)’);

Las funciones funcl y func2 son las siguientes.

function fil=funcl(x,vy)

global g;

global 1;

global w;

global angulo;

f1=-(g/1) *x+2*w*sind (angulo) *vy;
endfunction

function f2=func2(y,vx)

global g;

global 1;

global w;

global angulo;

£2=-(g/1) *y-2*wxsind (angulo) *vx;
endfunction

VI. RESULTADOS

Consideremos un péndulo de 20 metros de
longitud que esta oscilando en un marco refe-
rencia giratorio con la frecuencia angular de la
Tierra 0.000072rad/ s, resolviendo con RK4 se
obtiene la trayectoria del péndulo proyectada
en el plano xy, como se muestra en la figura 2

20—

20—

Figura 2: Péndulo de Foucault

Claramente las lineas superpuestas demues-
tran que el péndulo tiene un movimiento lateral.
Aumentando la frecuencia angular se observa
la siguiente trayectoria, figura 3.

El efecto de precesion se vuelve mas notable si

Figura 3: Péndulo de Foucault con mayor fre-
cuencia

aumentamos la longitud del péndulo, observe
la figura 4.
Los graficos anteriores muestran claramente

Figura 4: Péndulo con mayor longitud
que la trayectoria que realiza el péndulo tiene

movimiento de precesion, debido a que esta en
un marco de referencia giratorio.
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