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Resumen

The idea that light may be bent gravitationally when passing near massive bodies is old, stemming at least back to
Newton and Laplace. In a corpuscular model of light, such as the one of Newton, it is natural that the gravitational
attraction will make an otherwise straight light path bend like the trajectory of any material body. The gravitational
bending of light by the Sun computed in Newtonian theory for a massive photon, with the limit of the mass going to
zero, turns out to be 0.87 arcseconds - exactly one half of the value predicted by general relativity. When Eddington
measured the true value during a Solar eclipse observed from the island of Principe in 1919, he obtained a result
which agreed with that of Einstein’s theory within errors bars, whereas the Newtonian prediction was a factor of 2 too
small. It was this success ("Newton was wrong - Einstein was right”) that brought world fame Einstein. Today the
general relativistic value of the deflection angle has been proven correct to the per cent level.

Keywords: Corpuscular Model of Light, General Theory of Relativity, Euclidean Space, Tensor, Schwarzchild Metric,
Covarian Derivative, Geodesic.

La idea de que la luz se curva cuando pasa cerca de un cuerpo masivo es vieja, se remonta al menos a Newton y
Laplace. En un modelo corpuscular de la luz, tal como el de Newton, es natural que la atraccion gravitacional hard
que una linea recta de luz se curve como la trayectoria de cualquier cuerpo de materia. El doblamiento gravitacional
de la luz debido al sol vista en la teoria de Newton para un fotén masivo, tomando que la masa tiende a cero, resulta
ser 0.87 arcosegundos - exactamente la mitad del valor predicho por la teoria general de la relatividad. Cuando
FEddington midio el valor correcto durante un eclipse solar observado en la isla del principe en 1919, obtuvo un
resultado en acuerdo con la teoria de Finstein, donde la prediccion de Newton fue de un factor de 2 demasiado
pequenio. Fue este suceso ("Newton se equivocé - Finstein tuvo razén”) que trajo fama a Einstein. Hoy el valor
relativistico del angulo deflectado se ha provado correctamente en varias observaciones a un valor exacto.

Palabras claves: Modelo Corpuscular de la Luz, Teoria General de la Relatividad, Espacio Fuclideo, Tensor, Métrica

de Schwarzchild, Derivada Covariante, Geodésica.

I. EcuaciON DE MOVIMIENTO

Tratemos el concepto de corrimiento paralelo (o traslacio-
nal) de un vector. En un espacio no ecuclideo, la traslacién
infinitesimal de un vector se define como un corrimiento
en el que las componentes del mismo no cambian en un
sistema de coordenadas que es galileano en el elemento
de volumen infinitesimal dado. Para mas detalle refiérase
a [6].

Si 27 = 27(s) es la ecuacién paramétrica de una curva [9]
(s es longitud de arco contada a partir de un cierto punto),
el 4-vector k7 = dx? /ds es un vector unitario tangente a
la curva (Ver Figura 1). Si la curva que estamos consi-
derando es una geodésica, a lo largo de ella Dk? = 0 (ver
ecuacién (1) que se muestra més adelante). Esto significa
que si el vector k% se somete a una traslacién desde el
punto z? de una curva geodésica al punto % + dx? de la
misma, coincide entonces con el vector k% 4+ dk° tangente
a la curva en el punto 7 4+ dz?. Cuando la tangente a una
geodésica se mueve a lo largo de una curva se desplaza
paralelamente a si mismal[6].

Por otra parte, en la traslaciéon de dos vectores, el dngulo
que forman entre ellos se debe conservar. Para mas detalle
refiérase a [I0]. Por lo tanto, podemos decir que en la
traslacion de cualquier vector a lo largo de una curva
geodésica, el angulo formado por el vector y la tangente
a la misma no varfa. En otras palabras, en la traslacién
de un vector su componente a lo largo de una geodésica
debe ser la misma en todos los puntos de la trayectoria [6].

Figura 1: Transporte paralelo del 4-vector k°, desde el punto
27 hasta el punto % + dx®
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Sometamos el vector k7 a una traslacién hasta el punto
% 4+ dx?; el cambio que experimenta en este proceso lo
representaremos por k. La diferencia Dk entre los dos
vectores, que estan ahora aplicados al mismo punto, es
entonces, [0]

Dk° = dk° — 0k° (1)
donde 0k y dk® [6] son como sigue:
_dk?
dav
donde I'y,, son los simbolos de Christoffel [10], que son

ciertas funciones que dependen de la derivada del tensor
métrico [6].

dk®

dz 'y O0k% = —T7, kt'dz" (2)

Substituyendo (2) en (1) tenemos

o dk” o LU v
Dk = 7 + I k" ) do (3)
La expresion entre paréntesis de ecuacién (3), es un tensor
y se conoce como derivada covariante del vector k% [10] 4].
Como DEk? = 0, tenemos que,

dk? + TG, k'da” = 0 (4)

Ahora dividiendo esta ecuacién por ds llegamos a la ecua-
cién de movimiento o ecuacién de la recta. En un espacio
euclideo cualquier linea recta es una geodésica [6].

d*z° o dxt dx? 5
ds? Wods ds (5)

II. PROPAGACION DE UNA SENAL LUMINOSA

La ecuacién de movimiento (5) no es aplicable a la pro-
pagaciéon de una senal luminosa, debido a que ds = 0
[8]. Para obtener las ecuaciones de movimiento en una
forma adecuada a este caso, nos apoyaremos en el hecho
de que la direccién de propagacién de un rayo luminoso en
la dptica geométrica se determina mediante el vector de
onda, que es tangente al rayo. Podemos, por consiguiente,
escribir el vector de onda cuadridimensional en la forma
k% = dxz° /d)\, donde X es un cierto pardmetro que varia
a lo largo del rayo. En la teoria de la relatividad especial,
el vector de onda no varia a lo largo del mismo en la
propagacion de la luz en el vacio, esto es, dk = 0. La
ecuacién (5) se escribe [6]

d%z° o dxt dx¥
oz Tl gy = (6)

III. EcUACION DE MOVIMIENTO PARA UN
FOTON

Si queremos investigar la curvatura de la luz causada por
un cuerpo simétrico esférico, debemos utilizar la solucién
de Schwarzchild [2] [3]

ds® =(1 + 2p(r))dt? — (1 + 2¢(r)) " Ldr?
—12(d6?* 4 sin® 0d¢?) (7)
donde 2¢p(r) = —2GM /r = —rg/r, con (r) el potencial
gravitacional newtoniano, rg el radio de Schwarzchild y

M la masa que genera la curvatura determinada por la
métrica de Schwarzchild.

Como estamos trabajando con simetrias esféricas, pode-
mos hacer que el rayo de luz se mueva en un angulo
constante # = 7/2; o sea, en el plano ecuatorial, lo cual
nos queda [4]
r rg\—1
ds? = (1= ) art - (1-"2) " ar? = r2dg®  (8)
r T

y para las distintas coordenadas tenemos el tensor métrico
gi; en forma covariante y contravariante, ya que

ds® =g;jda’da’ (9)
=goodz’dz’ + g11dztdz + gooda?da?

escribiendo goo = git, 911 = Grrr Y 922 = Gpo [9]

-1
gt = (1_7473)7 Grr = (1_%) )
Gop = —1°
tt rs -1 rr rs
S ) e (),
o= (17 ¢ :
1
g = 2 (10)

Con el tensor métrico y teniendo en cuenta que g;; 1 =
dgij/dz*, encontramos los simbolos de Christoffel [5]

re, = %fﬂ@wy+g&#_ﬂmm (11)
t rs
)
rs
R
w = r(1-7)
o, = :%

De la ecuacién de movimiento (6) para 20 = ¢, 2! = r,
22 = ¢ [10]

e (dtN? . (dr\? . [de)\?
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d?t _, dtdr _, drdt

oz e Tingan =0

d?t rg dt dr
-2 = 13
d)\2+r2(1—’“75)d>\d)\ (13)
d)2 PrAxdN | TPdN d\

¢ 2d¢dr

i He it sl ' 14
2 T dndn (14)

Podemos obtener (dr/d\)? de la métrica de Schwarzchild
(8), teniendo en cuenta que A es el pardmetro que varia a
lo largo del rayo [10]

(Y () () (Y
(@) w

Haciendo el siguiente reemplazo

dr  drd¢

a_aree 1
A dpdN’ (16)
2 2 2 2
d-r _ dr d¢ + dsr (dé (17)
A2 T dpdaZ T dd? \dx
Integrando las ecuaciones (13) y (14)
dt a dé  h
_——=— _— = — ]_
DT E) A (18)

donde a y h son constantes de integracién [10].

Substituyendo (15), (17) y (18) en (12), encontramos la
ecuacién de movimiento del fotén [10]

2r 2 (dr\? 3 h?  rg

R T 4
Multiplicando (19) por 7

h
2 2 (dr\* 3 ror?
CW’I“(d(ﬁ) +§7’5‘71"7W—0 (20)
Haciendo el cambio de variable w = 1/, [10, [1]
dr  drdw 1 dw
e g 21
d¢p  dwdg w2 do’ (21)
2 2 2
dr _ 2 (dw)"_ 1dw (22)
d¢? w3 \do w? d¢?

la ecuacién de la geodésica (20) para un fotén queda

2 (dw\? 1 dw 9 1 dw)?
i (et e, VS (it
w3 \ d¢ w? dg? w? d¢

1 rs

3
re——— 2 _ =90 23
+2TS w  2h%w? (23)

Rayo de luz

Figura 2: El rayo de luz p1 Xp2 se deflecta un dngulo 28

w3, rg
Escribiendo esta ecuacién (24) de la manera siguiente
dQ—erw—%r wr— 22 (25)
dgz " T 2’8 2h2

y comparando esta ecuacion (25) con la ecuacién de movi-
miento de Newton [II] observamos que la diferencia es la
aparicién del termino %rst [1], que la podemos tratar
como una perturbacién [3].

IV. DEFLECCION DE LA LUZ CAUSADA POR
CUERPOS MASIVOS

De la ecuacién de movimiento (25) para un fotén con
h — o0y rg=2GM, tenemos [I]

d2w 2
W +w=3GMw (26)
Primero tomemos el caso para M =0
d’w
@ +w=0 (27)
cuya soluciéon homogénea es
wh () = wocos ¢ (28)

Esta es la ecuacién de la linea recta X’ X X" en coordena-
das polares, donde wy (= 1/79) corresponde al valor de
la distancia mas cercana desde X al origen Sy ¢ es cero
(ver Figura 2).

Substituyendo en (28) en (26)

d?w 9 9
a5 +w = 3GMuwj cos” ¢ (29)

cuya solucién particular es

wp(d) = GMw3 (2 — cos? ¢) (30)

La solucién total de la ecuacion (26) es

w(¢) = wo cos g + GMwd (2 — cos? §) (31)

Haciendo que r — oo, osea w = 0, en (31)

GMuw3 cos? ¢ — wp cos ¢ — 2GMwi = 0 (32)

REF-UNAH / Vol. 3 - No. 2 / 61-66



REVISTA DE LA ESCUELA DE FfSICA, UNAH e Vol. III, No. 2 e 61-66 64

Dos

Figura 3: Geometria de una lente gravitacional

que es cuadratica en cos ¢, asi

9 1/2
PR : +8 (33)
oSe= 2 GMwo GMCU(]
Como GMuwy es usualmente muy pequeiio,
(1/GMwp)? >> 8, utilizando la expresién ,
1
(1iz)1/2:115x+... (34)

para el término entre paréntesis elevado a la 1/2 en la
ecuacion (33), tenemos que aproximadamente

1 1

- 144 2M2 2
2 GMOJO GMLJO( + ¢ wo) (35)

cos ¢ =

El signo positivo se desprecia, debido a que cos ¢ no puede
exceder de 1

cos ¢ = —2GMuwy, (36)
o de nuevo, como 2GMwq es muy pequeno, y haciendo la
siguiente relacion

T
¢ = ) +90 (37)

encontramos que § = 2GMwy.
Estos resultados demuestran que la desviaciéon neta del
rayo de luz psp; (Figura 2) es [I} 2]

AGM
26 = 4AGMwy = C: . (38)
0

Esta ecuacién (38) también la podemos escribir de la
manera siguiente [2]
4GM
Ap = . (39)

7o

V. LENTES GRAVITACIONALES

Ahora que conocemos la deflecciéon causada por una masa
M, por geometria analitica del espacio plano (o Euclideo)
(ver Figura 3) encontremos la ecuacién de una lente gra-
vitacional.

Sean Do la distancia a la lente gravitacional, Dpg la
distancia a la fuente de luz y Dg la distancia entre la

fuente de luz y la lente gravitacional, b la distancia mas
corta entre el rayo de luz y la lente, g la direccion de la
fuente de luz en ausencia de una lente gravitacional, A¢
el angulo deflectado y  la direccién observada. [7]

Llamemos L’ a la distancia entre el observador hasta el
punto donde se deflecta el rayo y L la distancia OS.

De la Figura 3 tenemos

D b
COSGZT/O, sinezﬁ
D
cos 8 = % (40)

pero debido a que 6 y 8 son angulos muy pequenos

Do b
=7 =7
Dog
1===2 41
0 (41)
Asi tenemos
, b
DO:LZE» Dps =1L (42)

De la ley de los senos se puede ver que

sin(A¢p — 0+ )  sin(180 — A¢)

= 4
y como A¢, 8 y B son muy pequenos
Ap—0+pB Ao
7 - I (44)
luego, con (42) en (44)
Ap—0+p5 A
= 45
Do Dos (45)
(Ap— 6+ B)Dos = ApDo (46)
despejando para S8Dog
BDos = 0Dos + Ap(Do — Dos) (47)

de la Figura 3 vemos que Dpg = Do + Dg, y tenemos
entonces

BDos = 0Dos — ApDg (48)
de (38) con Ap =25, rg = b, y b = 0D, llegamos a la
ecuacion de la lente gravitacional
Dg 4AGM
pl0) =0- 5528
esta ecuacién tiene varias soluciones: esto es, el objeto
fuente tiene multiples imagenes.

(49)

Veamos un caso perticular en el que 8 = 0, osea el ob-
jeto fuente se encuentra exactamente detras de la lente
gravitacional. Esto nos daria la imagen de un anillo, que
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Lente

0

Anillo de Einstein

Figura 4: Anillo de Einstein formado por una masa M cuan-
do la fuente de luz se encuentra exactamente detrds
de dicha masa M

se conoce como anillo de Einstein [7] (ver Figura 4), y
cuya ecuacion es

_ [4aGM Dy
Y=\~ Dobos (50)

donde anteriormente hemos venido utilizando ¢ = 1.

VI. AGUJEROS NEGROS

El caso mas extremo de la curvatura de la luz en un
campo gravitacional ocurre en un agujero negro, objetos
mas pequenos que su radio de Schwarzschild, r3 = 2GM
3].

La superficie r = 2G M, mientras sea localmente perfec-
tamente regular, se conoce como un punto de no retorno
- una vez que la particula caiga en él, nunca puede salir.
Se define un horizonte de eventos como una superficie
donde las particulas nunca pueden escapar, y es imposi-
ble para nosotros ver en el interior, de ahi el nombre de
agujero negro; este horizonte se encuentra localizado
en r =2GM.

Existe una analogia en la teoria de Newton para agujeros
negros. La velocidad de escape Newtoniana para una
particula a una distancia r de un cuerpo gravitatorio de
masa M es

2GM
r

(51)

Vesc —

Si nos preguntamos ;donde la velocidad de escape Newto-
niana es igual a la velocidad de la luz?, encontramos que
r = 2G M. Sabemos el hecho de que la rapidez de la luz
no tiene un papel fundamental en la teoria de Newton,
podria parecer provocativo que la luz, como una particula
inercial que se mueve a una velocidad ¢, no es capaz de
escapar de un cuerpo de masa M y radio menor que 2GM .
Pero hay una profunda diferencia entre este caso y lo que
vemos en la teorfa general de la relatividad [3].

VII. CALCULOS Y GRAFICOS

Hagamos algunos calculos para varias estrellas cercanas a
la Tierra. Primero grafiquemos el dngulo 3 (49) para:

las estrellas Préoxima Centauri y Alfa Centauri A (que
pertenecen al sistema estelar Alfa Centauri) que se en-

B(arcominutos)
o Prézima) Centauri

15.966
Alfa Centquri A

15.966
Estrella de Barnar

o
Luhman 16
&

15.966

Wise 0855 — 0714

15966

0 12 H 1p

G.J 682

D,s(Afios luz)

Figura 5: Angulo B para algunas estrellas cercanas a la Tie-
rra,

cuentran a una distancia de 4.2420 y 4.3649 lys (arios
luz), respectivamente.

La estrella de Barnard a 5.9629 lys, Luhman 16 a 6.59
lys, Wise 0855-0714 a 7.2 lys y GJ 682 a 16.336 lys.

Tomando en cuenta los siguientes datos

G = 6.67384 x 1011 N . M2/ kg2,

c=3x10% m/s (rapidez de la luz),

M = 1.9891 x 1030 kg (masa del Sol),

Do = 1.49586 x 10! m (distancia Sol-Tierra),

r = 6.96 x 10% m (radio del Sol)

6 = arctan(r/Do) = 15.995139193305764 arcominutos
(radio angular del Sol)

pc = 3.0857 x 106 m (parsec)

lys = 0.3066 pc (ano luz)

Dog igual a la distancia de cada estrella

de la ecuacién (49) encontramos estos dngulos en arcomi-
nutos

Prézima Centauri: 15.965997483263004

Alfa Centauri A: 15.965997480204624

estrella de Barnard: 15.965997451914864

Luhman 16: 15.965997444561634

Wise 0855-0714: 15.965997438637892

GJ: 15.965997402847847

En la Figura 5 se puede ver el dngulo 3 (49), observando
que disminuye para las estrellas mas lejanas.

Calculando el d4ngulo 0 (50) en arcosegundos para estas
mismas estrellas

Préxima Centauri: 40.96403972356491
Alfa Centauri A: 40.96404187312202
estrella de Barnard: 40.964061756350446
Luhman 16: 40.964066924507215

Wise 0855-0714: 40.96407108796047
GJ: 40.96409624268024

En la Figura 6 se puede ver el angulo 6g, observando
que aumenta para las estrellas més lejanas.
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P {arcosegundos)

40.9641

409641

409641

10,9641

409641

309640

Presima Centnurs

.
GJ 682

Wise (0855 - 0714

* Luhman 16
4
LSFela ar parnard
Alfa Cenfauri A
.

14 16
Do (Afos luz)

Figura 6: Angulo 0 para algunas estrellas cercanas a la

= FEn Relatividad Especial, el intervalo espacio—temporal

Tierra

VIII. CONCLUSIONES

a lo largo de la trayectoria de una particula sin masa
que se propaga a la velocidad de la luz debe ser igual
a cero, ds> = 0. En Relatividad General, lo mismo
debe ser cierto en cada sistema de coordenadas
inercial local. Asi, como el intervalo es invariante,
la condicién ds? = 0 serfa valida a lo largo de la
geodésica de la luz en cualquier espacio—tiempo. [§]

La desviacién de un rayo de luz al pasar cerca de
un cuerpo masivo (M) es igual a

4AGM
==

Ao

(52)

Si M = 0, o sea no existe un cuerpo masivo, entences
el rayo viaja en linea recta sin desviarce.

Para una estrella que se encuentra detras del sol,
la posicién aparente de la estrella es desviada por
1.74 arcosegundos, de acuerdo a la teoria general
de la relatividad. Este resultado fue verificado por
primera vez por Eddington en 1919. [I]

Comparado a las lentes 6pticas que encontramos en
cadmaras y binoculares, las lentes gravitacionales son
muy malas si las consideramos como instrumentos
opticos, con todos los tipos de distorciones y abe-
rraciones presente. Sin embargo son perfectamente
acromdticas (producen la misma defleccién de la luz

1]

para cualquier tipo de longitud de onda), lo cual
es util para poder encontrarlas. La razén de esta
propiedad es porque la desviacién de la luz es un
efecto puramente geométrico, independiente de la
energia de los fotones.
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