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Resumen

Physical phenomena commonly known as quantum nature have CASIMIR effect, these phenomena are associated with
the presence of vacuum fluctuations quantum field. This phenomenon arises because the energy of the vacuum state

is distorted due to the presence of contours.
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Los fenomenos fisicos conocidos frecuentemente como Efecto CASIMIR tienen naturaleza cudntica, estos fendmenos
se asocian a la existencia de oscilaciones de vacio de campos cudnticos. Este fenomeno surge debido a que la energia
del estado de vacio sufre una distorsién debida a la presencia de contornos.
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I. INTRODUCCION

Lo largo de la historia hemos estudiado el compor-

tamiento de las fuerzas entre moléculas, fuerzas

atractivas o repulsivas, cientificos e investigado-
res famosos han dedicado mucho tiempo a este tipo de
interacciones; JAMES PRESCOTT JOULE, RUDOLF JU-
LIUS EMMANUEL CLAUSIUS, ROBERT BOYLE, JOSEPH
Louis GAy LUSSAC entre otros hicieron importantes apor-
taciones a las bases de la termodinamica, sin embargo
fue necesario el nacimiento de la mecénica cudntica pa-
ra empezar a entender el origen de fuerzas atémicas e
interatémicas. [15]

La primera prediccion del efecto CASIMIR la dio HEN-
DRIK BRUGT GERHARD CASIMIR (1909-2000), fue un
fisico holandés conocido por su investigacion en el modelo
de superconductores de dos fluidos en 1934 y por el Efecto
CASIMIR junto a D. POLDER en 1946. CASIMIR habia
sugerido que debia existir una fuerza atractiva entre dos
placas metdlicas descargadas, esta fuerza se originaba por
el cambio de energia de vacio del campo electromagnético
producido por la presencia misma de las placas.

Debido al constante progreso en las técnicas experi-
mentales, en la actualidad se pueden medir fuerzas de
CASIMIR con gran precisién. Actualmente las fuerzas de
Casimir son una componente determinante en el disefio y
elaboracién de micro dispositivos electromecéanicos.

Como una aplicacién de las fuerzas de CASIMIR po-
demos mencionar: fenémenos fisicos caracterizados por
la emisién de luz en liquidos sometidos a ultrasonidos,

el ultrasonido genera cavidades o burbujas que colapsan
rapidamente, en dicho colapso se generan temperaturas
muy elevadas, bajo estas condiciones los electrones son
separados de los nucleos de los dtomos y se genera lo que
se conoce como un plasma, este plasma emitiria cortos e
intensos pulsos de luz, a este fenémeno se le conoce como
sonoluminiscencia. [13]

CASIMIR consider6 que se podia medir la diferencia
de energia en el punto cero del campo electromagnético
en el espacio vacio y la energia de punto cero del mismo
en presencia de contornos, es decir:

Ecasnar = Z(l/Q)hwcon - 2(1/2) hwyae

Las sumas son hechas sobre todos los posibles modos
normales del campo en ambas situaciones.

Para un oscilador encerrado en una cavidad, la fre-
cuencia podra tomar solo ciertos valores. Esta no es una
peculiaridad cuéntica, es lo que ocurre con una cuerda
vibrante cldsica como un instrumento musical, en cuya
vibracién se superponen una frecuencia fundamental y
sus armonicos. [4]

Mientras que se trata de un valor insignificante para
dos placas separadas por metros de distancia, resulta una
fuerza muy considerable cuando la separacién es de unos
pocos nanémetros, que es donde la fuerza de CASIMIR
se convierte en la mas importante que actiia entre dos
cuerpos neutros [3].

Se analiza el caso de una particula sujeta a una fuerza
de restitucion lineal con respecto a un punto de equilibrio.
La energia potencial correspondiente estd dada por

Ul(z) = 1/2ka?
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El movimiento de un oscilador cldsico con masa m es una
vibracién armonica simple de frecuencia angular

w=vk/m
El oscilador cuantico se describe por la energia potencial
U(z) = 1/2k2? = 1/2mw?a?

en la ecuacién de SCHRODINGER. Luego de reordenar la
expresion se obtiene

a2y 2m (;mwzmg —E)w(x) (1)

dz2 ~ 12

II. METODOS

Se propone una solucién de la siguiente forma

2
U(z) = Ce /2 (2)
Después de algunos calculos y estableciendo los términos
constantes iguales, se encuentra un valor para la energia

hw
Ey= —
0= 79

(3)
Este es un resultado fisico muy importante, ya que nos
dice que la energia de un sistema descrito por un potencial
de oscilador arménico, no puede tener un valor cero.Los
sistemas fisicos tales como los 4tomos en una red cristalina
o las moléculas poliatémicas en un gas, no pueden tener
energia cero incluso a la temperatura del cero absoluto.
La energia del estado vibracional fundamental, es referida
a menudo como ”vibraciéon de punto cero”.

De esta manera, se descubre que la funcién de onda
en 7 describe el estado base del oscilador, y que la
energia en este estado estd dada por . La constante
C se determina normalizando la funcién de onda g del
estado base.

Para obtener los estados excitados del oscilador, puede
seguirse un procedimiento semejante al del estado base.

L x)
| [E =Une
E, =§_.+:m
Ey=thw
£ =§'_;_f!w
AE=te E =§.;m:
F =%;¢u .
0

Figura 1: Diagrama de Niveles Energéticos del Oscilador
Cudntico

Ahora estudiamos los modos de campo donde se mues-
tra que dichos campos son equivalentes a un oscilador
armonico, este desarrollo se convierte en una forma de

cuantizacion del campo electromagnético. Recordando las
ecuaciones de MAXWELL para un campo libre en una
region encerrada dentro de una cavidad sin fuentes [3]:

V-E=0 (4)
V-B=0 (5)
~ OB
E=-=—"
V x 5 (6)
_ OF
B = eopio——
V x €0k0 (7)

Sf ahora utilizamos B = V x /Y, donde A es el potencial
vectorial. Ademas,

c=1/\/éoi0

La ecuacion @ es la ecuacién de FARADAY, esta implica

., 0A
- o oV x A - 0A
L 0A
= ®)

De manera similar trabajamos la ecuacién [7]:

G i LOE _1 a( 6A) (10)

2ot 2o\ ot
- . . 10E
. _ 2 = e——— T
V(V-A)-V-A 25
10 0A
=—=— - — 11
2ot ( ot > (11)
Se trata entonces de resolver la ecuacién anterior:
L 19%4
2
A——— = 12
v c2 Ot? 0 (12)

Al utilizar separacién de variables y las condiciones de
frontera adecuadas, la solucién tiene la forma [3]:

— —

A7 t) = alt) Ag(F) + o (t) A%(F) (13)

A(7,t) = a(0)e™ ™! Ay(7)+
+a*(0)e™t A% (7) (14)
Las ecuaciones y (14) representan las soluciones

de (12) para el espacio libre en la norma de COULOMB,
donde Ag(7) satisface la ecuacién de HELMHOLTZ [3]:

V2 Ay (F) 4+ k2 Ap(F) =0 (15)
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Mientras que «(t) es la solucién de la ecuacién diferencial
del movimiento del oscilador arménico, es decir é&(t) =
—w?a(t). Donde k es una variable de separacién que se
encuentra cuantizada por las condiciones de contorno
que le fueron impuestas al potencial en las paredes de la
cavidad por lo que k — ky, y w = kc.

La ecuacion de eigenvalores de nos remite a la
primera cuantizacién del campo. Finalmente al utilizar
las ecuaciones de MAXWELL, se concluye que el campo
eléctrico y magnético estan dados por [3]:

1 -

E(7,t) = —[a(t)Ao(F) +a*(1) 5™ (16)

B(,t) = a(t)V x Ag(7)+

a*(1)V x A% () (17)

De manera similar la energia electromagnética [15]
queda:

1 - -

Hp = — /(E2 + B?)d*r (18)
donde

JARGIZT (19)

La expresién anterior implica que A esta normalizada. [15]

Ahora retomamos las ecuaciones para q(t) y p(t)

—la() —a* () (20)
k

p(t) = =la(®) + 7)) (21)

Por lo tanto la expresién para la energia en se puede
plantear en funciéon de p y ¢

q(t) =

Hp = - (7 +¢?) (2)
V2
Hay que tomar en cuenta que no es el Hamiltoniano
clasico del oscilador arménico con frecuencia w, lo cual
implica que el campo electromagnético en la primera
cuantizacion es la superposiciéon de osciladores armonicos
clasicos, un oscilador para cada modo propio de oscilacion
[9].
El Hamiltoniano para un oscilador armoénico cuantico,
estd expresado como:

2
pT 199
H=—++-nmuw 23
5 T 3w (23)
Debido a que los eigenvalores de H de la ecuacién son
positivos, los niveles de energia del oscilador arménico

quedan determinados por:

1
E, = <n+2> hw n=0,1,2,3.. (24)

Cuando n = 0 se tiene el estado base, que es un estado
de minima incertidumbre, es decir que el estado base es
un estado coherente del oscilador arménico. [10]

III. RESULTADOS

Los 1ltimos resultados muestran que el vacio elec-
tromagnético es un estado estacionario del campo con
fluctuaciones de los campos magnético y eléctrico. El
vacio, desde el punto de vista de la teoria de la fisica de
particulas elementales, es un espacio lleno de campos de
energia, que lo configuran, esta energia es la energia del
punto cero o ZPE (zero-point-energy).[11]

El efecto Casimir trata de la existencia de fuerzas
entre objetos separados distancias muy cortas. Este efecto
es medible y consiste en dos objetos metélicos separa-
dos por una distancia pequena comparada con el tamano
de los objetos en los cuales aparece una fuerza atractiva
entre ambos debido a un efecto asociado al vacio cuantico.

tr /L
— ¥
Espejo 1 Espejo 2
Vaeio
T
—
L

>

Figura 2: Fluctuaciones de Modo Electromagnético Entre dos
Espejos, [3]

Para comprender mejor este efecto, haremos uso de dos
espejos colocados uno frente al otro de tal manera que
sean paralelos al plano xy como se puede observar en
la figura , por simplicidad se supone que el campo
electromagnético se propaga solamente en la direcciéon z.
El campo electromagnético dentro de una cavidad puede
fluctuar libremente siempre que se satisfagan las condicio-
nes de frontera en los espejos, es decir que las superficies
de los espejos deben ser planos nodales de campo. Es-
to nos lleva a la primera cuantizacién del campo que es
proporcional a sin(kz) donde k representa el ntimero de
onda. Para z = L se debe cumplir que sin(kL) = 0 por
lo que, en forma general:

I
L
Donde hemos utilizado el sub indice [ para no entrar en
confusiones con n utilizado en para la energia.

Cada componente independiente de campo, dentro de
la cavidad, la representdremos por ¢, donde ¢ satisface la
ecuacion de onda:

02 192
(&ﬁ—@mﬁ¢=° (26)

k; 1=1,2,3, ... (25)
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Que se puede expresar como:

d? 2 9
W(bkl = —kjc o (27)

Donde k; es el nimero de onda y [ es el [- ésimo oscilador,
nuevamente se observa que el campo electromagnético
se puede describir como la superposiciéon de osciladores
armonicos independientes, cada oscilador tiene su propia
frecuencia de resonancia w; = kjc.

Esto conlleva a la segunda cuantizacién de campo
electromagnético, por lo que la eigen-energia se puede
expresar ahora:

1
Enl = (nl+§)hwl7 ’I’L:O,172,3... (28)

Al sustituir w; = kjc y la ecuacion (25)) en la ecuacién
(28), obtenemos una expresién para la energia total en el
sistema,

whe

U= l (nﬁ—é)l (29)

El resultado obtenido en , que representa la energia
total del sistema, nos permitira a continuacién calcular la
fuerza entre placas paralelas.

Inicialmente vamos a considerar nuevamente los espejos
conductores perfectos, para comprender en qué consiste
la fuerza de CASIMIR. Si los campos electromagnéticos
entre los espejos se encuentra en su estado base, es decir
n; = 0 en la ecuacién , la energia sera:

o

whe
U= l;z (30)

La expresién anterior muestra una cantidad que diverge,
es decir que la energia del estado base es infinita. En este
caso argumentaremos el por qué de dicha divergencia,
respaldandonos en los aspectos poco fisicos inherentes
con la definicién de espejo perfecto. Sabemos ademaés que
arriba de ciertas frecuencias los metales tienden a volverse
transparentes, esta razén es la base fundamental por la
cual consideramos una frecuencia de corte correspondien-
te a un valor de I que elimine de manera conveniente la
divergencia. [14]

Una manera rapida, matematicamente hablando, con-
siste en tomar la parte finita de la sumatoria; asi que
se usara una técnica llamada regularizacion mediante la
funcion zeta de Riemann.[14]

Reescribimos la ecuacion de la siguiente manera

The _ mhe

5L 2 IF = ﬁ((*s) (31)

U(s) =
La funcion zeta de Riemann estd definida como:

()= % (32)
=1

De la expresién anterior, si s es positiva, la suma conver-
ge. El campo eléctrico E paralelo a las superficies debe
anularse debido a que las paredes son conductoras. En
el interior de la cavidad se cumple la ecuaciéon de ondas
libres que rigen el campo eléctrico E:

1 0%E
c2 ot?
Proponemos soluciones de la formas:

V2E - =0 (33)

E= E.(z,y,2,t)2+
+Ey(x,y, 2, )] + Ex(,y,2,t)2 (34)

donde

E.(z,y,2,t) = cos(kzx)x
x sin(kyy) x sin(k,z)e™t (35)

Ey(z,y,2,t) = sin(kyx)x
xcos(kyy) x sin(kyz)e™ (36)

E.(z,y,z,t) = sin(kgz)X
xsin(kyy) x cos(kyz)e™! (37)

Ademsds se deben satisfacer las siguientes condiciones de
frontera:

E.(z,y,0,t) = Ex(z,y,L,,t) =0
Ey(2,0,2,t) = Ey(x, Ly, z,t) =0
Ey(0,y,2,t) = Ey(Ly,y,2,t) =0
Ey(x,y,0,t) = Ey(z,y,Ls,t) =0
E.(0,y,2,t) = E;(Ly,y,2,t) =0
E.(x,0,z,t) = E;(x,Ly,z,t) =0

La ecuacién satisface las condiciones si elegimos
k tal que:
sin(kyLy) =0

sin(kyLy) =0 (39)

sin(k,L;) =0

Esto implica que los vectores de onda k;, para ¢ = x,y, 2
no pueden ser arbitrarios y deben tener la siguiente recu-

rrencia "
b = = 40
i L; ( )
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Si elegimos el médulo al cuadrado del vector de onda como
k2 = k2 + k; + k2. Luego relacionamos el vector de onda k
con la frecuencia angular w de las ondas electromagnéticas

w2
c2

E? = (41)

La expresion anterior recibe el nombre de relaciéon de
dispersién.

A continuacion se utiliza un método con el objetivo
de llegar a dicha fuerza, se trata de una transformacién
matematica avanzada conocida como funcién zeta de re-
gularizacién. Considerando el sistema de placas paralelas
conductoras vamos a plantear la energia de vacio por
unidad de area del sistema:

B o1
= — X
2/00/%(2#2

oo
x> wndkydk, (42)

n——oo

Aqui los limites de la suma toman en consideracién los
dos estados de polarizaciéon. Ahora, la suma en (42)) es
divergente, con el objetivo de evitar que la suma no sea
convergente vamos a dividir por potencias de s y al final
de procedimiento tomaremos el caso en el cual s = —1,
que es el caso que nos compete aqui. La expresién de
energia de manera regularizada se puede expresar:

- 23/0; /Z <271r>2 :

oo
XY wndkydk, (43)

n=1

ene [~
=he ) ) e
S

o0
<3 (kg+k;+
n=1

Aqui s es una variable compleja que garantiza la conver-
gencia absoluta de (44]).
Luego la energia de vacio estard definida a través de su

(7)2) _§dkzdk:y (44)

s=—1

extensién analitica, ademas haremos uso de una funcién
adicional:

1 % a1 -zt
2 1= —/ t1 et dt (45)
I'(q) Jo
Hacemos las siguientes sustituciones:
= S
T2
—s/2 (46)
<k2 + 2+ (Tg)?>

Por lo que la ecuacién (44) puede escribirse como

_ < dk dky
hc/ / ;r 3/2

nm.2
x/ p5/2-1, —(k2+k2+ (f) )tdt
0

(47)

s=—1

Seguimos:

8

3
v

></ t5/2- 1, (f (27r)2><

S

La tdltima integral de puede resolverse utilizando un
cambio de coordenadas polares en donde 72 = k2 + k2 y
da = dkydky = rdrd¢

[

2m  roo
)

= 271'/0% d¢ /000 re”""dr (49)

La expresiéon anterior se puede integrar facilmente al hacer
nuevamente cambio de variables, sea u = 2 por lo que

du = 2rdr

~(2HKD) Ay dl, (48)

s=—1

,(k%-‘rk;)dkxdky —

re" drd¢ =

~(2 K dk, dk, =

o0
:27r/ e_“d—u =
0 2

00 oo
_ 7r/ etdu=r(—e )| =z  (50)
0 0
Luego se resume a
E(s) _ he
— I'(s/2)
N 2
00 (=)t
></ t5/271e (R) dt (51)
0 s=—1

Una vez resueltas las integrales gaussianas, volvemos a
aplicar (45 y obtenemos

E(s)  heT(s/2-1)
A dn I(s/2)

> nm
% Z (7 2—s
n=1

Ahora utilizamos una de las propiedades de la funcién
Gamma (I); T(z+ 1) = 2T(2)

(52)

s=—1

I(s/2—1)  T(s/2-1)
I(s/2)  T(s/2—-1+1)
_ T(s/2-1)
- (s/2-1)I(s/2—-1)
1 2
T (/2-1)  (s-2) (53)
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La energia por unidad de drea quedara expresada

E(s)  he 2
T (s-2)

(o)

E(s) hc2<R>82x

™

o] 1 s—2

>< J—
>(2) |
n=1 s=—1

A
93

n=1

(54)

s=—1

(55)

En la expresién anterior se ha utilizado la funcion zeta

de Riemann
=1
Z o ¢(r)
n=1

En nuestro caso s = —1, ahora debemos calcular ((—3),
la funcién zeta de Riemann es utilizada frecuentemente
en muchas aplicaciones, por lo que algunas herramientas
de software matemaético lo incluyen en sus librerias, en
este caso vamos a utilizar Matlab:

(56)

format rat
zeta (-3)
ans= 1/120

-

M)

@

Cédigo 1: Codigo en Matlabd

Sustituyendo el valor de ¢(—3) = 1/120, obtenido al
usar Matlab, en la ecuacion .

E_he 2 (R\7 1 _ then’

A An (=3)\ /) 120  T20R3
Finalmente se puede plantear la expresién para la fuerza
por unidad de area:

F  O(AE)  ‘hen?

T 240R4

A~ OR

(58)

La expresién anterior representa la fuerza por unidad de
4rea para un par de placas conductoras en el vacio.

IV. CONCLUSIONES

En una cavidad resonante, la presiéon de radiacién es

mayor en el interior que en el exterior, por cuya razén los
espejos o placas tienden a separarse.
La fuerza de Casimir es proporcional al area de las pla-
cas e inversamente proporcional a la separacién entre las
placas elevada a la cuarta potencia, con una constante de
proporcionalidad en la que intervienen solamente cons-
tantes fundamentales, como la de Planck y la velocidad
de la luz.

VCH, 2008.
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