
REVISTA DE LA ESCUELA DE FÍSICA, UNAH • Vol. 5, No. 1 • 26-31 26

Solución de onda unidimensional por diferencias finitas
Francisco Barralaga1 y Alejandro Galo2

1Escuela de F́ısica - UNAH, mail: francisco.barralaga@unah.edu.hn
2Escuela de F́ısica - UNAH, mail: alejandrogaloroldan@gmail.com

Recibido: 28 de febrero de 2017 / Aceptado: 30 de abril de 2017

Resumen

The unidimensional wave equation is an imperative topic to be considered in the study of oscillatory phenomena, and
mechanical vibrations. The analytical solution of this equation is addressed since the differential equations and partial
derivatives field, as a topic, not always included in the engineer or science study program. Even more unprovable is
that students from these careers, have the chance to study the numerical methods to solve this important equation.

In this context and with the objective of offer more auxiliary didactic options to approach this important topic,
was developed a Java environment system which uses the computer simulation to visualize the convergence process of
a numerical algorithm, defined in terms of the Finite Difference numerical method, to obtain the solution to the
unidimensional wave equation. The user interface of the simulator system, FDTDM-EcOnda, allows the graphical
comparability of the analytical and numerical solutions.

With this simulator is possible produce numerical value variation of the parameters and visualize the corresponding
effect in the numerical solution involved. The simulator includes options to get curve adjustment and statically
analysis to estimate the correlation between both solutions.
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La ecuación de onda unidimensional es un tema obligado en el estudio de los fenómenos ondulatorios y de las
vibraciones mecánicas. Su solución anaĺıtica se aborda en el campo de las ecuaciones diferenciales con derivadas
parciales, un tema no siempre incluido en el pénsum de los estudiantes de ingenieŕıas y ciencias. Aun menos posible
es que los estudiantes de estas carreras tengan la oportunidad de estudiar la aplicación de métodos numéricos para
obtener la solución de esta importante ecuación.

En este contexto y con el objetivo de proveer opciones didácticas auxiliares para el estudio de esta importante
temática, fue desarrollado un sistema en un entorno basado en Java que hace uso de la simulación en computadora
para visualizar el proceso de convergencia de un algoritmo numérico definido en términos del método de diferencias
finitas, para dar solución a la ecuación de onda unidimensional. La interfaz gráfica de usuario del sistema simulador,
FDTDM-EcOnda, permite comparar gráficamente la solución obtenida por el algoritmo numérico con la solución
anaĺıtica.

Con el simulador es posible variar los parámetros del algoritmo numérico y verificar de inmediato los efectos de
estos cambios en la solución numérica generada. El simulador incluye un módulo con opciones de ajuste de curvas y
análisis estad́ıstico con el que es posible estimar el grado de correlación entre ambas soluciones.
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I. INTRODUCCIÓN

Amedida que los lenguajes de programación lo per-
mitieron, las aplicaciones destinadas a reforzar los
procesos de enseñanza-aprendizaje, más allá del

simple entretenimiento, han tenido siempre un lugar en el
mercado de la educación. Cuando en los años 80, se con-
cluyó que la modalidad de enseñanza tutorial uno-a-uno
resultaba tener ventajas sobre las opciones convencionales
de enseñanza a grupos numerosos[3], los objetivos de las
aplicaciones diseñadas para una enseñanza apoyada en
computadora fueron redefinidos hacia la estructuración
de una enseñanza con componentes de virtualidad.

Los cursos de f́ısica y matemáticas representan tra-
dicionalmente una carga de estudio considerable para el
estudiante. La F́ısica, y en particular la Teoŕıa Electro-
magnética en la que se abordan tópicos de solución de la
ecuación de onda[11][2], implican el desarrollo de habili-
dades que involucran la abstracción espacial y conceptual,
y el manejo de un nivel matemático adecuado, necesarios
para interpretar los modelos, conceptos y leyes considera-
das, generados a partir de ecuaciones matemáticas, que
representan campos vectoriales variantes con el tiempo,
definidos en dos y tres dimensiones. La búsqueda de so-
luciones para mejorar la enseñanza de estos tópicos y la
creación de auxiliares didácticos en su enseñanza, resultan
de absoluta importancia.
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En la 44ava Conferencia de Decisión y Control del
IEEE de 2005, y en la Conferencia Europea de Control
del mismo año, fue presentada en Sevilla, España, una
herramienta basada en Java que pod́ıa ser usada como in-
terfaz de Simulink[5], una costosa herramienta de Matlab
muy utilizada en procesos de simulación y control. Esta
herramienta, Easy Java Simulations[7] (EJS por sus si-
glas en inglés), la cual es totalmente gratuita y que puede
fácilmente ser descargada de su sitio web oficial[6]; ha
sido utilizada para el modelamiento visual y numérico de
fenómenos f́ısicos, generando en cada caso simulaciones
en computadora de muy buena calidad, para cuya imple-
mentación se requiere poco tiempo de programación; EJS
representa una solución auxiliar para ambientes académi-
cos con recursos limitados.

Se describe en este art́ıculo a FDTDM-EcOnda, un
sistema desarrollado en el ambiente de EJS que simula
en computadora el proceso de solución numérica de una
ecuación de onda unidimensional a partir de un algoritmo
que aplica el Método de Diferencias Finitas con Domi-
nio del Tiempo (FDTDM). El sistema simulador tiene
opciones que permiten comparar gráficamente la solución
obtenida por el algoritmo numérico con la solución anaĺıti-
ca. El simulador además permite al usuario cambiar los
parámetros del algoritmo numérico y visualizar los efectos
de estos cambios en la solución generada. Se incluye en el
simulador acceso a opciones de ajuste de curvas y análisis
estad́ıstico con lo que se estima el grado de correlación
entre ambas soluciones.

II. DESARROLLO DEL TEMA

Considerando un sistema de coordenadas rectangula-
res, y denominando ψ a la solución buscada, debemos
resolver la ecuación siguiente

∇2ψ = (ε0µ0)
∂2ψ

∂t2
(1)

en la que ψ es una función de la posición r y del tiempo
t, es decir ψ(r, t), una ecuación tridimensional que repre-
senta a cualquiera de las seis componentes rectangulares
de E y B, siendo esta última la única ecuación escalar
que necesita ser resuelta.

Nos concentraremos en la solución de esta ecuación
a lo largo de uno de los tres ejes coordenados; digamos
el eje x, es decir ψ(x, t). En primer lugar, suponemos
una solución particular para ψ(x, t) con las siguientes
caracteŕısticas:

1. ψ(x, t) es independiente de z e y,

2. La solución será de la forma ψ(r, t) = f(x− vt) +
g(x+ vt)

Si ω = x− vt, entonces f , el primer término de ψ(r, t),
es función de x. En consecuencia, por la regla de la cadena

se cumple que

∂ψ

∂x
=
dψ

dω

∂ω

∂x
=
dψ

dω
(2)

y por tanto,

∂2ψ

∂x2 =
d2ψ

dω2
∂ω

∂x
=
d2ψ

dω2 (3)

∂ψ

∂t
=
dψ

dω

∂ω

∂t
= −v dψ

dω
(4)

∂2ψ

∂z2 = −v d
2ψ

dω2
∂ω

∂z
= v2 d

2ψ

dω2 (5)

Al sustituir en la ecuación (5), se llega a una ecuación
diferencial de derivadas parciales a la que se denomina
ecuación de onda, cuya solución nos dará la expresión
para f .

∂2ψ

∂z2 =
1
v2
∂2ψ

∂t2
(6)

Similarmente g(x+ vt) es una solución de la misma
ecuación de onda, lo que muestra que la solución total de
la misma está constituida por una onda que se propaga
con rapidez v hacia la derecha de x, f(x− vt), juntamente
con otra que lo hace hacia la izquierda, es decir, la porción
g(x+ vt).

Si se trata de una onda electromagnética en el vaćıo,
deberá cumplirse que,

v =
1

√
ε0µ0

(7)

Consideraremos la solución numérica de la ecuación
de onda, ecuación (6). La ecuación (8) es esta misma
ecuación planteada en una dimensión; en este caso, en el
eje x,

∂2U(x, t)
∂t2

− α2 ∂
2U

dx2 = 0 (8)

Si consideramos la evolución de esta ecuación a largo
de un tramo L sobre el eje x, entonces,

0 ≤ x ≤ L,

t ≥ 0,

α una constante que depende de las condiciones
f́ısicas particulares.

En este caso se consideran las siguientes condiciones
iniciales y de frontera,

U(0, t) = U(L, t) = 0,

t ≥ 0,

U(x, 0) = f(x), correspondiendo al pulso o pertur-
bación inicial,

δU(x, 0))/δt = g(x)
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y con 0 ≤ x ≤ L

Se aplica el método numérico más conocido para la
solución de este tipo de ecuaciones, el método de Dife-
rencias Finitas. La aplicación de este método requiere
implementar el algoritmo que se describe posteriormente.

A. Método de Diferencias Finitas con Dominio
del Tiempo (FDTD)

El método de Diferencias Finitas tiene como obje-
tivo la aproximación de los términos de las ecuaciones
diferenciales por medio de diferencias a las que se llega
usualmente a través de desarrollos en series de Taylor.
Las ecuaciones obtenidas se resuelven simultáneamente
llegando aśı a una solución aproximada.

Si la ecuación no tiene dependencia del tiempo enton-
ces el método se llama simplemente de Diferencias Finitas,
(FDM por sus siglas en inglés), pero, si la situación impli-
ca considerar la dependencia con el tiempo, entonces el
método es nombrado de Diferencias Finitas con Dominio
Temporal (FDTD por sus siglas en inglés).

Se comienza por discretizar el espacio o vecindad en
el que será resuelta la ecuación diferencial. Esto se hace
usualmente mediante una cuadŕıcula que por simplicidad
escogeremos cuadrada.

El desarrollo de una función cualquiera, F (x) en series
de Taylor alrededor de x con una vecindad constante h,
nos lleva a,

F (x+ h, y) ' F (x, y) + ∂F (x, y)
∂x

h+
∂2F (x, y)

∂x2
h2

2 + O(x3) (9)

F (x− h, y) ' F (x, y)− ∂F (x, y)
∂x

h+
∂2F (x, y)

∂x2
h2

2 −O(x3) (10)

Sumando estas dos ecuaciones miembro a miembro
llegamos a la ecuación siguiente,

F (x−h, y)−2F (x, y)+F (x+h, y) = ∂2F (x, y)
∂x2 h2 +

(
h4)

(11)
En esta, el término (h4) es el error introducido por

el truncamiento de ambas series. En general (h4) es muy
pequeño y puede ser despreciado, resultado en la siguiente
expresión que representa a las segundas derivadas parcia-
les en términos de diferencias,

∂2F (x, y)
∂x2 =

F (x− h, y)− 2F (x, y) + F (x+ h, y)
h2

(12)

∂2F (x, y)
∂y2 =

F (x, y− h)− 2F (x, y) + F (x, y+ h)

h2

(13)
De la misma forma se desarrollan expresiones similares

para la primeras derivadas parciales, resultando en

∂F (x, y)
∂x

=
F (x+ h, y)− F (x− h, y)

2h (14)

∂F (x, y)
∂y

=
F (x, y+ h)− F (x, y− h)

2h (15)

Estas últimas son las ecuaciones que deben ser in-
cluidas en la implementación del Método de Diferencias
Finitas; las mismas han sido consideradas en el algoritmo
que se detalla a continuación.

B. Algoritmo
El algoritmo en que se basa la aplicación del FDTD

se describe en la secuencia siguiente:

1# Paso 1
2h = L/m;
3k = Tmax/N;
4lambda = k alpha /h ;
5

6# Paso 2
7FOR j = 1 , . . . , N;
8Omega [ 0 , j ] = 0 ;
9Omega [m, j ] = 0 ;
10

11# Paso 3
12Omega [ 0 , 0 ] = f (0 ) ;
13Omega [m, 0 ] = f (L) ;
14

15# Paso 4 : I n i c i a l i z a r t =0, t=k
16FOR j = 1 , . . . ,m − 1 ;
17Omega [ i , 0 ] = f ( ih ) ;
18Omega [m, j ] = (1−lambda ˆ2) f ( ih ) +;
19

20# Paso 5 : Producto M a t r i c i a l
21FOR j = 1 , . . . , N − 1 ;
22FOR i = 1 , . . . ,m −1;
23Omega [ i , j +1] = 2∗ [ 1 −

lambda ˆ2 ]∗Omega [ i , j ] ∗ f ( i ∗h) +
lambda ˆ2(Omega [ i +1, j ] + Omega [ i −1, j ] ) −
Omega [ i , j −1] ;

24

25# Paso 6
26FOR j = 0 , . . . , N;
27t = j ∗k ;
28FOR i = 0 , . . . ,m;
29x = i ∗h ;
30

31SALIDA : x , t , Omega [ i , j ]
32

33PARAR: Fin de Algoritmo

Debido a que EJS fue diseñado para proveer un am-
biente de programación visual, el nivel de programación
requerido para implementar este algoritmo es básico y la
estructura es simple, pudiendo ser fácilmente implemen-
tado por estudiantes de pregrado en su primer curso de
electromagnetismo.

C. Solución Anaĺıtica
Se plantea resolver la ecuación 8, que corresponde a

una ecuación diferencial en derivadas parciales del tipo
hiperbólica. Esta ecuación está sometida a las siguientes
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condiciones iniciales y de frontera[15]:

U(0, t) = U(1, t) = 0, para t ≥ 0,

U(x, 0) = sen(π/x), 0 ≤ x ≤ 1,

δU(x, 0)/ δt=0, para 0 ≤ x ≤ 1

con los siguientes valores para los parámetros

h = 0.1 (incremento en t),

k = 0.05 (incremento en x),

y con la siguiente solución anaĺıtica:

U(x, t) = sen(πx) ∗ cos(2πt) (16)

D. Visualización Gráfica de Soluciones Numéri-
ca y Anaĺıtica

La figura 1 muestra la interfaz gráfica del usuario
de FDTDM-EcOnda. En primera instancia despliega en
la pantalla tanto la solución anaĺıtica como la solución
numérica de la ecuación anteriormente planteada. La ĺınea
roja corresponde a la solución anaĺıtica y la azul a la so-
lución numérica.

En segunda instancia, por debajo de la pantalla de vi-
sualización gráfica, se encuentra el panel de controles de
la simulación, a través de estos, el usuario puede tener
acceso a las tablas de datos generados por la simulación,
y a la visualización gráfica bidimensional o tridimensional
de las soluciones. IPS es un cursor con el que se selecciona
el número de iteraciones por segundo que la computadora
realiza. A mayor valor de IPS, menor velocidad de cálculo
y despliegue de resultados obtenidos con el algoritmo.

Figura 1: Interfaz de usuario. Visualización simultánea de
ambas soluciones.

Figura 2: Controles. Figura 3: Parámetros.

La aplicación cuenta con opciones de control de eje-
cución con los que la simulación puede ser pausada, eje-
cutada en pasos unitarios o reinicializada a su estado de
ejecución inicial. La figura 2 incluye esta ventana.

La ventana de valor de parámetros, muestra el cálculo
aproximado de error, y los valores del paso de tiempo dt,
y paso espacial dx. Un detalle de la ventana se muestra
en la figura 3.

E. Propiedades Gráficas y Control de Paráme-
tros

La visualización de bidimensional compara los resulta-
dos numéricos (ĺınea azul) a lo largo de la longitud L del
eje x, en un instante t cualquiera, con los correspondientes
en ese mismo instante obtenidos con la solución anaĺıtica
(ĺınea roja). Obsérvese en la figura 4a a la solución numéri-
ca desplegada en un ambiente tridimensional susceptible
a ser rotada por medio del cursor del ratón.

Si la amplitud de la onda es reducida, el efecto se
visualiza inmediatamente como lo muestra la figura 4b
. La aplicación ofrece la posibilidad de cambiar los pa-
trones que inicializan el algoritmo FDTM; aśı, es posible
seleccionar opciones exponenciales, lineales, sinusoidales
puros y la multiplicación de sinusoidal por exponencial.
Por la simple comparación gráfica de ambas soluciones,
resulta evidente que la mejor solución se consigue con la
sinusoidal pura, cuya frecuencia puede ajustarse a la de
la solución anaĺıtica.

El cambio de la frecuencia de la señal de perturbación
inicial produce el efecto mostrado en la figura 5a.

F. Datos Generados por Algoritmo
La selección de la opción “Tablas” de la ĺınea superior

de la ventana de control ofrece al usuario los datos de la
grilla espacio-temporal (xyt), y las amplitudes de la onda
a lo largo del eje x.

Estos datos pueden ser exportados a una hoja de Excel
con las opciones normales de copia y vertido de Windows.

G. Módulo de Análisis Estad́ıstico
EJS provee un módulo de análisis estad́ıstico y ajuste

de curvas con el que los datos producidos por las apli-
caciones pueden ser analizados y ajustados con modelos
anaĺıticos.

La figura 4c muestra detalle de la solución numérica
calculada por el algoritmo de diferencias finitas de la

REF-UNAH / Vol. 5 - No. 1 / 26-31
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(a) Solución numérica y anaĺıtica.

(b) Cambio de amplitud de la onda. (c) Módulo de análisis estad́ıstico.

Figura 4

aplicación en un instante t, y en la tabla de la derecha
este módulo despliega los valores correspondientes. Se
accede a este módulo pulsando el botón izquierdo del
ratón con el cursor posicionado en la ĺınea de datos cuyos
valores se desea enviar al módulo de análisis. Para ello se
requiere pausar antes la aplicación con la opción “Pause”
de los controles de ejecución, o con la opción de “1Paso”
de los mismos (ver figura 2).

La figura 6a incluye los valores anaĺıticos de la onda
en el mismo instante en que se generaron los valores
numéricos correspondientes. Obsérvese que el módulo
ha incluido una hoja (TrazaNum) con la información
numérica generada por el algoritmo FDTDM, y otra hoja
(TrazaMat) conteniendo los datos de la solución anaĺıtica.

Cuando se accede al sub-módulo Analyze, EJS realiza
el cálculo del coeficiente de correlación entre los datos de
numéricos y anaĺıticos que han sido introducidos al módulo
para su análisis. El detalle del resultado se muestra en la
figura 6b. En parte inferior de la pantalla se observa el
resultado del cálculo del coeficiente de correlación de este
ejemplo, (R− squared = 0.977), lo que demuestra que la
solución numérica producida por el método de diferencias
finitas con dominio del tiempo, genera una muy buena
aproximación a la solución anaĺıtica.

III. CONCLUSIONES

El nivel de correlación obtenido implica que el Méto-
do de Diferencias Finitas con Dominio del Tiempo,
implementado con el algoritmo mencionado, gene-
ra una solución numérica de la ecuación de onda
unidimensional con resultados muy satisfactorios.

EJS es una opción suficientemente poderosa para
obtener soluciones numéricas de la ecuación de on-
da unidimensional y generar el despliegue gráfico
de esta en tiempo real, con un nivel de progra-
mación que no requiere gran esfuerzo ni excesivo
tiempo de programación. EJS es una herramien-
ta didáctica adecuada en procesos de simulación
por computadora, de fenómenos relacionados con el
electromagnetismo.

La aplicación FDTDM-EcOnda muestra los efectos
resultantes de variar el valor de los parámetros del

algoritmo. Aśı es evidente que el uso de patrones
iniciales diferentes a una señal sinusoidal aleja la
solución numérica de la anaĺıtica. Con estas propie-
dades de visualización simultánea de ambas solucio-
nes, la aplicación resulta de gran ayuda didáctica
complementaria en el estudio de la solución de onda
unidimensional.
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