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RESUMEN

larticulo se centraen el estudio delas funciones trigonométricas

hiperbolicas principales o basicas, con el proposito de ofrecer

una comprension rigurosa que integre los enfoques geométrico
y analitico. El objetivo fundamental consiste en desarrollar una construccion
formal de dichas funciones a partir de la hipérbola unitaria, estableciendo
definiciones precisas y demostrando sus leyes de asignaciéon en términos
de la funcion exponencial natural. Para ello, se introduce inicialmente
una interpretacion geométrica mediante la construccion de segmentos
denominados lineas hiperbdlicas, las cuales surgen de la relacion directa
con la hipérbola unitaria y reciben los nombres de seno hiperbodlico, coseno
hiperbélico y tangente hiperbdlica. Posteriormente, se lleva a cabo un estudio
matematico estructurado que integra herramientas como parametrizaciones,
meétodos de integracién y razonamientos analiticos, permitiendo demostrar
que estas lineas hiperbdlicas representan funciones bien definidas. Este
proceso no solo consolida el vinculo entre la geometria y el analisis, sino que
también aporta una formalizacion coherente que fortalece el rigor teérico
del tratamiento de las funciones hiperbolicas. El trabajo ofrece un aporte
significativo tanto desde el punto de vista matematico como didactico,
al proponer una vision integradora y progresiva que resulta beneficiosa
para estudiantes, docentes e investigadores interesados en el analisis
matematico. En conclusion, aunque las funciones hiperbdlicas principales
suelen presentarse en la literatura de manera predominantemente analitica,
expresadas en términos de la funcion exponencial, estas poseen un origen
geométrico fundamental. También abre nuevas posibilidades para su

aplicacion didactica y para el desarrollo de futuras investigaciones en el

a3 campo del analisis matematico.

=

=

= ABSTRACT
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g his article focuses on the study of the principal or basic
:gg hyperbolic trigonometric functions, aiming to provide
(%)
§~l'~:’ a rigorous understanding that integrates geometric and
E analytical approaches. The fundamental objective is to develop a formal
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construction of these functions based on the unit hyperbola, establishing
precise definitions and demonstrating their assignment laws in terms of
the natural exponential function. To this end, a geometric interpretation is
initially introduced through the construction of segments called hyperbolic
lines, which arise from the direct relationship with the unit hyperbola and
are named hyperbolic sine, hyperbolic cosine, and hyperbolic tangent.
Subsequently, a structured mathematical study is carried out, integrating
tools such as parametrizations, integration methods, and analytical reasoning,
demonstrating that these hyperbolic lines represent well-defined functions.
This process not only consolidates the link between geometry and analysis
but also provides a coherent formalization that strengthens the theoretical
rigor of the treatment of hyperbolic functions. This work offers a significant
contribution from both a mathematical and pedagogical perspective,
proposing an integrative and progressive approach that benefits students,
teachers, and researchers interested in mathematical analysis. In conclusion,
although the principal hyperbolic functions are usually presented in the
literature in a predominantly analytical manner, expressed in terms of the
exponential function, they have a fundamental geometric origin. It also opens
new possibilities for their didactic application and for the development of

future research in the field of mathematical analysis.

INTRODUCCION

Las funciones hiperbélicas son funciones especiales que desempenan un
papel esencial en el analisis, la geometria y numerosas aplicaciones en la fisica,
ingenieria, arquitectura, tales como: el transporte eléctrico, construccién de super
estructuras, para determinar los recubrimientos de superficie ideales para las
aeronaves, en criptografia basada en sistemas de curvas elipticas-hiperboloides,
para dibujar arcos de bovedas, pronosticar algan fenémeno natural, fenémenos de
crecimiento exponencial, la propagacion de ondas, geometria no euclidiana . Por
tales razones podemos llegar a pensar como estas son de gran ayuda para explicar
fenomenos naturales y antropicos, de tal forma que permita a la humanidad un
desarrollo cientifico, en la creaciéon de modelos y estructuras eficientes. (Lopez,
Ruiz, & Velasquez, 2019):
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En las literaturas de Leithold(1998), Swokowski(1998) y Larson, Kemmer(2006),
entre otros, los autores introducen estas funciones desde un punto de vista analitico,
definiéndolas en término de la funcién exponencial, dejando en segundo plano el
origen geométrico, omitiendo asi una comprension mas profunda de su naturaleza
de las funciones hiperbolicas, a pesar de la importancia de estas en la aplicacion
de soluciones de situaciones del entorno. En este contexto, con lo anteriormente
expuesto surgen la siguiente cuestion {Como puede desarrollarse una construccion
geométrica y analitica de las funciones hiperbolicas basicas, partiendo de la hipérbola
unitaria, que permita una definicion precisa y que demuestre su expresion funcional

en términos de la funciéon exponencial natural?

Responder a esta pregunta implica una interpretacion geométrica y analitica de
lahipérbola, seguido definirlaslineas hiperbolicas como una construccién geométrica
de dicha curva y se concluya con su definicion analitica mediante fundamentaciones
matematica, ademas que estas construcciones corresponden a funciones expresables

en funcion de la exponencial natural, lo que permite formalizar su definicion.

MATERIALES Y METODOS

La metodologia empleada en el presente articulo cientifico, se basé en un
enfoque tedrico-analitico de tipo documental, ya que se baso6 en revisiones de fuentes
bibliografica especializadas en el estudio de las funciones hiperbdlicas, asi como sus
definiciones, caracteristicas y propiedades. Tomando como referencia principal el
libro titulado FUNCIONES HIPERBOLICAS: Lecciones populares de matematica
de V. 6. Shervatov (1975), definié geométricamente las lineas hiperbodlicas como
segmentos basados en la grafica de la hipérbola unitaria, ademas realiza una analogia

de su construcciéon paralelamente a las funciones circulares

Luego se consultd el libro titulado: FUNCIONES HIPERBOLICAS:
FASCICULOS DE MATEMATICAS de Pablo Garcia y Colomé (2010). Esta fuente
permitié6 comprender la relacion geométrica de las funciones hiperbdlicas con su
expresion analitica, ya que define el area del sector hiperbdlico, a partir de esta se

deducen la expresion analitica, a través de demostraciones matematica.

Esto fue un punto de partida para realizar distintas demostraciones en un orden

progresivo y adoptando un enfoque didactico que permitio organizary estructurar las
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definiciones, logrando asi un estudio formal y ordenada desde el origen geométrico

hasta su expresion analitica quedando determinada por la funcién exponencial.
La hipérbola
Definicion de la hipérbola.
Se inicia con la definicién de hipérbola, para una mejor comprension del lector
y asi se tenga un sentido logico de la construccion de las funciones hiperbodlicas a
partir de la hipérbola unitaria. Segun (Stewart, Redlin, & Watson, 2012) define que
“Una hipérbola es el conjunto de todos los puntos del plano, cuya diferencia de

distancias desde dos puntos fijos F| y F2 y es una constante. Estos dos puntos fijos

son los focos de la hipérbola”

Sean los focos Fj (¢,0) y Fo (-¢,0) y una constante 2a , con un punto P(x;y) que

representa un punto en la hipérbola.

Figural

Grdfica de la hipérbola

Nota. La ilustraciéon muestra la representacion grafica de la hipérbola en

plano cartesiano, asi como sus elementos fundamentales. Elaborado desde

Geogebra
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Demostracion de la ecuacion de la hipérbola.

“La distancia d(P1,P2) entre cualesquiera dos puntos P (x1,y1) y P(x2,y2) y en un
plano coordenado es d(Py, P;) = /(x; — x1)? + (3; — 1) (Swokowski, 20009, p.
134). Observe la figura 1, calculando la distancia del punto P al punto fijo F1y del

punto al punto fijo Fo, se tiene que:

d(P,F) =+(c —x)? +y°
d(P,F)=+(x+c)? +y*2

Ahora se hace la diferencia entre ambas distancias, tal como sigue:

d(P,F) ~d(P,F) =\e—xF + 72 -G+ +57

Luego, segun el grafico 1, si el punto P se mueve sobre la grafica de la parabola derecha

de la hipérbola hasta que coincida con el punto /1, el segmento diferencia con medida d(P,F]

)-d(P,F2) queda superpuesto al segmento F1F9, siendo el segmento diferencia:

d(P;Fij - ﬂ'-(P-Fz] =FV, -WVF = (szz + VZVJ.] — WV F = RV, + VoV, —ViF

Pero recuérdese que FoV9=F1F] , ademas calculando la distancia "2/ se tiene:

VoVi = d(va,v1) = J(a—(—a})E +(0-0) = +J/(a+a)’ = +/(20)* = +2a

Por lo tanto, se puede decir que:
d(P,F,) —d(P,F,) = +2a (i1)

Pori e ii, se tiene:

Je—x)P+yi—J(x+c)P+y2=42a

7
(]
[¥]
m Ahora realizando operaciones del algebra elemental, pasando la raiz opuesta
=
Z allado derecho de la igualdad
w
(%]
c ¥
:gg Je—x)2+yI=J(x+c) +y*+2a
(%)
8 O
SE
o < Elevando al cuadrado ambos miembros de la igualdad se tiene:
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(Ve? — 2ex + &2 -I-:;rz)2 =(JVx?+2ex+c?+y2 4 2-:1)E

Se elimina el radical del lado izquierdo de la igualdad y se desarrollando el

cuadrado del binomio de lado derecho.

c?—2ex+x*+y =(JxP+2ex+ 2+ yz)z +2(yx% + 2cx + ¢ +¥?)(2a) +
(2a)®

¢? —2cx +x* +y? =27 +2cx + ¢ +y* £4afx? +2xc + ¢ + 7 + 4a
Se cancela en cada miembro de laigualdad los términos iguales y se trasponen

términos convenientemente:

+4ayx? + 2cx + ¢ + y? = 4a” + 4ex
Se divide entre 4a ambos miembros de la igualdad, se simplifican términos

semejantes:

t4a\x? + 2cx + c2 +y?  4a® + dex
4a B 4a

t4ayx? + 2cx +c?+y?  4a’ N 4cx
4a " 4a  4a

€x
Vi +2ex+ 2 +yi=a+—
a

Para suprimir de la expresion el radical se eleva al cuadrado ambos miembros

de la igualdad:

(i«,.”xz + 2ex + ¢ -I-}'E)E = (a -I-E)

Calculando el cuadrado del radical del lado izquierdo de la igualdad y
desarrollando cuadrado del binomio del lado derecho de la igualdad se tiene que:

2 2402 g2 Xy L (XY

x*+2cx+c "ty =a -I-E{aj(a)-l-(a)
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Luego se transponen términos en la igualdad, se simplifican términos

semejantes y se conmutan términos de forma conveniente:

2,2
2 2 2 2 cx
x*t2xct+tec"ty =a +2cx+—
a
24,2 2 2 c’x?
x“+y +ec”—a =
az
2
c
b >
c?—a?=—x?—x% —y?
a2

Se agrupan términos semejantes y se aplica la propiedad distributiva

Vs

Ahora en el triangulo F1PFg (Figura 1) se cumple que: “En cualquier triangulo,

la suma de las longitudes de dos de los lados es mayor que la longitud del tercer

ion

lado” (Escuela Politécnica Nacional, 2024). Entonces:
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PF, < PF; + F1F;

|PF, — PF,| < F, 5

Por figura 1, se tiene que |PF; — PFy| = |+2al = 2a y F;F» = 2¢, por lo cual, 2a
< 9¢ es decir que a<c , entonces 0<¢?-a® .Como ¢%-a? es positivo, podemos decir que

b?=c?-a?. Luego:

Quedando demostrada la ecuacion candnica de la hipérbola. Ecuacion que

sera fundamental en la definicion de las lineas hiperbodlicas.

Definicion de las lineas hiperbolicas: Seno hiperbolico, coseno
hiperbolico y tangente hiperbolica

A continuacion, se definiran las lineas hiperbolicas a partir de una hipérbola
unitaria, que mas adelante se redefiniran como funciones hiperbdlicas, siguiendo
los mismos pasos para la construcciéon de la trigonometria del circulo. Las funciones
trigonomeétricas circulares se definieron en relacion con la circunferencia x2+a’=1 y
de ahi su nombre. De manera semejante. las funciones hiperbdlicas se definiran a

partir de la hipérbola unitaria 22-y?<1 (Colomé, 2010, p. 2).

Ahora, se procede a exponer la teoria de las lineas hiperbolicas.
Obsérvese una hipérbola unidad (figura 2) 22-y?=1

Figura 2

Grdfica de la hipérbola unitaria

Nota. El esquema presenta la grafica de una hipérbola unitaria 'y la region o sector

hiperbolico
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Se llama angulo hiperbolico e formados por dos radios OA v OM , de la hipérbola al
numero igual al doble del area del sector, limitado por estos radios y el arco de la hipérbola. Se
traza una perpendicular MP del punto M de la hipérbola al didmetro OA que es el eje de simetria
de la hipérbola que corta a ésta en el vértice A; trace una tangente a la hipérbola en el punto
A , procurando que la tangente corte el didmetro OM en el punto N . El segmento MP de la
perpendicular se llama linea del seno hiperbdlico, el segmento OP del diametro se llama linea del

coseno hiperbolico y el segmento AN linea de la tangente hiperbdlica.

Las longitudes de los segmentos MP, OP y AN se llaman, respectivamente, seno

hiperbolico, coseno hiperbolico y tangente hiperbdlica del angulo hiperbolico ® |, y se denotan:

PM = Sh «, OP =ch «« AN=Th

La principal propiedad del dngulo o consiste en la invariabilidad de su valor al girar
el sector AOM alrededor de O. Analogamente el angulo hiperbolico © no varia su valor en
el giro hiperbolico de la figura AOM. Sin embargo, en los tiempos modernos la notacion ha
variado ligeramente por la era tecnologica, ya que muchos paquetes matematicos, aplicaciones y

calculadoras presentan su simbologia de la siguiente forma:

sinh a ; cosh a ; tanh a

Demostracion de las lineas hiperbolicas
Seno hiperbolico

En los parrafos anteriores se establecio de forma geométrica las lineas
hiperbolicas a partir de la hipérbola, sin embargo, aca se hara la demostracion de la
ley de asignacion de las lineas hiperbdlicas auxiliandose de la Figura 2, tal como lo

explica (Clayton, 2024) a continuacion:

Obsérvese en la Figura 2 el triangulo 440N, se muestra a detalle en la figura

3.
(7,]
(o]
)
N
=
=
—
(®)
[7,]
c
0 9
8O
W \==
3E
w <g
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Figura 3
Grafica del triangulo OMP

M

o

il -
-

Nota. La grafica muestra las lineas hiperbdlicas en el triangulo OMP de la

figura 2.

Se obtienen triangulos semejantes, segin (Moise y Downs, 1986, p. 327) “Si los
triangulos son semejantes, los angulos correspondientes son congruentes y los lados
correspondientes son proporcionales”, asi que se puede establecer las siguientes

relaciones:
t 5
— = — F=—
1 c

Ahora en la férmula de la hipérbola unitaria evaliese el punto M(c,s),

obteniendo asi:
xP—yi=1 = f-s5'=1

Obsérvese la circunferencia delimitada por los dos vértices de la hipérbola

equilatera que tiene por radio 1, como se muestra en la figura 4.
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Figura 4
Grafica de la hipérbola

M

L - — 4

Nota. La grafica muestra la region hiperbélica o sector hiperbolico.

En la circunferencia de centro O, nétese el triangulo ODC rectangulo en D,
se tiene que sin @ = %, como la circunferencia es de radio 1, se dice que 04=CO=1,
se tiene que sin a=CD , queda establecido que el segmento CD representa el sin o< .
Se puede tomar como argumento de funcion circular un valor x, que corresponde
al area del sector circular formado por el angulo GOC = 2 «, se tiene que el area del

sector circular esta dada por:
Area = y = %?-3(2 ), como CO =7 =1
se tiene que Area = x = «
La demostracion se obtiene hallando el area de la parte sombrada delimitada
por el angulo 2a y la hipérbola equilatera 22-y?=1 (Colomé, 2010, p. 6). Nétese que

el area de la parte sombreada sera igual al area del triangulo , menos el area bajo la

curva de la hipérbola equilatera en el intervalo [1,¢/. (ver Figura 4)

El area del triangulo FOM es el doble de POM, calculando el

Area = 2(#) =2 (;) =cs
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Si se despeja la ecuaciéon de la hipérbola equilatera x2-y2:1 se tiene que y =

, reemplazamos MP =s; OP=c; AN = t. El area sombreada esta dada por:

c
ﬁr&a=x=sc—2[ vxi—1dx (1)
1

xI

Resolviendo la integral por el método de sustitucion trigonomeétrica:
c
2] vxi—1dx (2)
1

comparar con el triangulo rectangulo y aplicar razones trigonomeétricas tal

COmo se muestra a continuacion:

X

seca =T =x = X =seca —dx =secatanada (3)

vx?—1
tang =———=+/x>—1 = tana=+vx>—1 (4)

1

Sustituyendo en la integral:

c
ZJ. tana secx tana da
1
¢ sinfae 1 ¢ gin’ &
=2 | tan“asecada =2 - da =2 3 de
. , cos’a cosa , costa
°1—costa c 1 cos® a ‘.
=2| ———da =2 ——————|da=2] (sec’ @ —seca)da
, cosPa , \cosPa cosPa 1

=2 U. secia — J- sec a:] =2 U. sec® @ — [In|sec @ + tan a|] i] (5)
1 1 1

-
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La integral de la sec a se calcula de forma directa, sin embargo, la integral de

sec® a integrara usando la técnica de integracién por parte.

[+
J sec® ada
1

[~
2
= J. seca-seci a; u=seca — du =secatana do; dv =sec’ @ —- vV =tana
1

c [
>
= seccxtana—f tanasecatana da = secatana —[ tan® o secaw
1 1

c

c
.
=secatana —J- seca(seca — 1) = secatana —J. (sec® & —seca)da
1

1

G [4 c

c

=secatana — [j seczar—j seca = secatana—j seci a da + [lnlseca+tana|]1
1 i 1

Ahora se compara:

[

[+
J. sec” ado = sectano — J. sec® @ da + In|sec
1 1

[

[
j sec® wda -I-f sec® @ = sectana + In|seca 4 tan «|
1 1

(4
ZJ- sec® @ =sectana + In|seca + tan a|
1

(6)

< sectan @ + In|sec & + tan «|
sec® a =
1 2

Sustituyendo (6) en (5)

c
2 U. sec® @ — In|secea + tanal]
1

(74]

o

2 sectana + In|seca + tan | c

= =2 > — In|sec & + tan «| 1

=

=

w _ [, sectana +In|seca + tana| 2ln| tanc| c

: =12. 3 njseca + tana 1
s 9

c c

S 5' = [sectan« + In|seca + tana| — 21n|seca+tancx|]1 = [secatana — In|seca + tan ] 1 (7)
oY
3 =
T
W <t
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Sustituyendo (3) y (4) en (7)
Wxi—1—1In ‘x +x?— 1‘

Evaluando los limites de integracion.

=cyc?t—1 —1|1|c—|-\."c: — 1‘ (8)
Sustituyendo (8) en (1)

[
ﬁ:.r'ea=x=sc—2J. \."x:—1dx=sc—[::u'c:—1—In|c+\."cz—1H
1

=sc—c~.,"c:—1+ln‘r:+~.,"cz—1‘

Comoc® —s>=1—=s5=1/c2 — 1, demas ¢ = 52 + 1, de lo cual resulta:

sc — sc-l—]n‘«,,’sf+1+s‘=ln|\,’sz+1—|—s‘

Como ¢* —s*=1—-5=14/c® —1,demés ¢ =+/s2 + 1, de lo cual resulta:

sc — sc+]n|\£53+1+s‘=ln‘qsz+1—|—s‘

Se puede afirmar que se ha hallado el area de la parte sombrada delimitada
por un angulo 2a y la hipérbola equilatera 22-y?=1.
x=In|yst+1+s

Por ser s>0 y propiedad de logaritmo natural (Swokowski, 2009, p. 362), se

tiene que:

e¥ = elVs Tt L or = o145 et —s=s7 41

2
(e""—s]2=(q52+1) e —2se* +s57=5"+1 e —25e =1
. Esex_er-e“' 1 _er e ™
Zsem =em —1- 2ex  2e*  2e* ﬁS_E_?
¥ —eg™™
5= >

-
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El segmento PM (Figura 2) representa el seno hiperboélico, denotado sinh a'y

=1 . Por lo tanto, queda demostrado que:

sinho =sinhx=———=—¢"——¢
2 2

Coseno Hiperbolico

El segmento OP representa el coseno hiperbélico (ver figura 2), ademas se
dijo que la demostracion del seno hiperbdlico, se obtiene hallando el area de la
parte sombrada delimitada por un angulo 2a y la hipérbola equilatera x2-y?=<1 |
analogamente se demostrara la linea coseno hiperbélico, pues el segmento OP del
diametro representa la linea del coseno hiperbdlico. Luego el area sombreada esta
dada en (1):

c
Ji*.r'ea=x=sc—2f Wx?—1dx
1

En la demostracién del seno hiperbdlico se llegé que el area delimitada por el

angulo hiperbdlico y la hipérbola esta dada por:

ﬁrea=sc—cx."c2—1+]n‘c+n"c2—1‘
Como C2-82 = 15 s=1+/c? -1, resulta:
ﬁ;rea=sc—sc—|—ln‘c+a.."cz—1‘=ln‘c+a.."cz—1| =x
x=1n‘c+a.."cz—1‘

Por ser ¢>0 (medida del segmento OP) y propiedad de logaritmo natural
(Swokowski, 2009, p. 362), se tiene que:
e* = glule+Vem=1| _, o= =c+m s ¥ —rc=4+/c2—1
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Recuérdese que en 8.2 se dijo que el segmento OP(Figura 2) representa el

coseno hiperbolico, denotado cosh a y a = x . sustituyendo, queda demostrado que:
e*+e™ 1 1

] = h = 0 = _ ag¥ —a
cosha = coshx > ze -|-ze

Tangente Hiperbolico
Ya esta mas que claro, que la demostracion de las tres lineas hiperboélicas
se resuelve con la region sombreada (ver figura 4). El segmento AN representa la
linea de la tangente hiperbolica. Pero en la figura 3 se derivé una relacion que cobra
sentido en esta demostracion (ver Figura 3):

t s ¢ 5
—_ = — —* = —
1 ¢ C

Ya se determinaron los valores de s y ¢, sustituyendo dichos valores se tiene:

e _e_ o - X X
5 3 et —e 2 et —e
t:—— m _x‘= . — = —
c e*+te 2 e* +ex g¥fex
2

Se encontro6 el valor de ¢ que es la medida del segmento AN que representa la

tangente hiperbdlica, quedando determinada por:

gt —e™*

tanhxy = ———
e¥ +eg~¥

Quedando definida las tres lineas hiperbélicas directas o basicas en funcién

de la funciéon exponencial natural.

RESULTADOS

El presente articulo cientifico, permitio6 a través de un enfoque geométrico y
analitico, la construccion de la definicion de las funciones hiperbélicas principales o
basicas, sobre la hipérbola unitaria. Se demostré que las funciones seno hiperbélico,
coseno hiperbolico y tangente hiperbolica estan definida en funcion de la funcion

exponencial natural:

-
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- e’ —e h e +e™* N e¥—e™™
fmnmny = — coshxy =—— o xr=————

2 2 er + g%

Como consecuencia de la construccion algebraica se obtuvo la siguiente
identidad, para cualquier punto P (zy), definido por la ecuacién z%-y?=1 ,
entiéndase que la las componentes de las coordenadas, obedecen a cosh xy sinhz,

respectivamente, se tiene que:

x% — y? = (coshx)*—(sinhx)* = cosh®x —sinh®*x =1 —  cosh®x —sinh®x

=1

Siendo esta “una de las identidades fundamentales que satisface las funciones
hiperbolicas” (Leithold, 1998, p. 491).

CONCLUSION

En este trabajo cientifico se logré establecer una construccion geométrica y
analitica de las tres definiciones de las funciones hiperboélicas principales, sobre la
hipérbola unitaria de forma clara y coherente. El enfoque geométrico proporciona
una idea mas intuitiva del area hiperbolica y una relacion analitica fundamentada
en razonamientos matematicos, con las funciones hiperboélicas principales. Se
desprende de este razonamiento la identidad fundamental de las funciones

hiperbélicas como un resultado natural de la geometria hiperbdlica,

En resumen, se concluye que, aunque las funciones hiperbdlicas principales
sean presentadas en literaturas relacionadas a su estudio meramente de forma
analitica en término de la funcién exponencial, estas poseen un origen geométrico,
el cual contribuye a entendimiento de su forma estructural. Esta doble perspectiva

abre camino para futuras aplicaciones didacticas y teoria en el estudio de analisis

matematico.
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